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《计算 数学 丛书 ?是 为 了 透 应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 计算 数学 栽 学 的 需要 而 组 织 的 一 套 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 离 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 及 
工矿 企业 、 科 研 单位 从 事 计 算 工作 的 技术 人 员 参 考 。 

本 丛书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主要 进展 及 其 适 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 ， 针 对 本 专题 . 
的 近代 发 展 作 综 合 性 的 介绍 , 内 容 简 明 扼 要 , 重点 突出 , 有 分 
析 , 有 评价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 。 

本 丛书 已 拟定 的 选 题 计 有 :线性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
法 ?>《 数 论 变换 ?人 《数值 有 理 带 近 ?.《 拭 阵 特 征 值 问 题 ?《 索 伯 
列 夫 空间 引 论 ?、《 计 算 组 合 数学 ?)、《 样 条 与 蕃 值 >、《 有 限 条 形 
法 >»、< 广 义 逆 矩阵 及 其 计算 方法 、< 非 线性 方程 迭代 解法 >、 
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法 ?、《 外 推 法 及 其 应 用 ?、《Monte Carlo 方法 )、《 差 分 格式 理 
论 ?、* 高 维 偏 微分 方程 数值 解 ? 等 二 十 余 种 ,于 一 九 八 〇 年 视 
起 陆续 出 版 。 
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Walsh 函数 是 美国 数学 GJ. E. Walsh 于 1923 £g 引进 
ВОТ ВАО Н +1 与 -1 工 两 值 ,图 形 呈 方 波形 , 它们 的 
全 体 构成 单位 区 闻 [0,1) 上 的 完整 标准 直 交 系 。 这 个 系 的 性 
质 与 三 角 系 频 为 相似 ， 例 如 奇偶 性 、 零 点 个 数 、 直 交 展 开 、 
Parseval 公式 等 等 ,加 之 方 波 明 显 地 反映 脉冲 系统 的 特点 ， 因 
此 在 应 用 上 Walsh 函数 系 十 分 吸引 人 。1922 年 德国 数学 家 
H. Rademacher 已 得 到 Rademacher ЩЖ XU, > mir 
类 似 的 特性 , 但 不 是 完整 的 直 交 系 , 而 仅 是 Walsh 函数 系 的 一 
个 真子 集 。 

Walsh B SCE НИЕ. Kaozmarz jg 
来 也 使 用 这 一 顺序 ， 人 们 常 称 为 Walsh-Kaczmarz 序 。 近 来 
H. F. Harmuth 又 依 奇偶 性 将 它们 分 为 Cal GE Н Cosine- 
Walsh) 与 Sal (ЖЕҢ Sine-Walsh) P AAU, 为 工程 技术 
上 所 常用 。 1931 Æ В. E. А. C. Paley09 利用 Rademacher 
函数 与 数 的 二 进 表 示 , 建 立 了 Walsh 函数 系 的 另 一 种 顺序 , 即 
自然 序 。 两 种 顺序 的 联系 可 以 通过 Gray 818 9], ХЕ H F. 
Pichler 给 出 的 。 

定义 Walsh 函数 的 方法 有 很 多 种 ， 例 如 利用 BRA 4 X. 
Hadamard 和 矩阵 以 及 对 称 方法 等 等 。 

关于 Walsh 级 数 (Walsh-Fourisr 级 数 ) 的 收敛 性 、 求 
和 法 等 性 质 ， 除 了 Walsh 自己 与 Paley 以 外 ， 后 来 还 朋 S. 
Kaczmarz 与 H. SteinhausU?), S, Yanol26—21] 与 G. M. Mor- 
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genthaler-1M41 等 的 研究 。 

1949—1950 Æ N. J. Fine! 引进 了 Walsh 变 式 , 特别 
是 他 把 Walsh 函数 与 一 个 可 换 二 进 群 的 特征 联系 起 来 ， 利 用 
Haar 积分 作为 工具 ， 揭示 了 在 群 上 讨论 这 种 函数 系 的 方向 。 
1955 年 N. E. Chrestenson! 把 Walsh 函数 系 推 广 到 整数 
р>2 情形 ， 同 年 R. G. Selfridge! 把 广义 Walsh 函数 推 J” 
到 bp 进 群 情形 。 

另 一 方面 , 用 Walsh 多 项 式 作 最 佳 至近 的 文章 也 相继 出 
Jü, 如 S. Yano'5!, v. M. Kokilasvilil13), C. Watari??-? 25, 
后 者 在 七 十 年 代 初 建立 了 相应 的 Jackson 与 Bernstein 定理 。 

由 于 六 十 年 代 来 七 十 年 代 初 半导体 技术 与 集成 电路 的 快 
HRR, 使 Walsh 函数 的 产生 与 应 用 有 了 物质 基础 ， 形 成 了 
发 展 的 新 阶段 。 引 向 电讯 工程 方面 的 首 推 Harmuthllo。 此 
后 被 广泛 地 应 用 于 信息 论 、 线 性 系统 论 .通讯 .电视 等 方面 ,而 
在 雷达 ,计算 机 、 和 遥测、 光学 等 领域 中 的 应 用 也 在 研究 中 。 据 
J. N. Bramhall! 在 1973 年 的 统计 , 从 1893—1972 年 的 80 年 
H, A% Walsh 函数 的 理论 与 应 用 的 文章 共 606 篇 ， 其 中 
1960 年 后 发 表 的 竟 达 546 篇 之 多 ， 并 且 应 用 方面 几乎 占 
8076, Harmuth 是 应 用 Walsh 分 析 的 大 力 提倡 者 。 他 曾 说 ， 
预计 Walsh 分 析 的 研究 将 引起 一 场 革命 ， 就 象 17 一 18 世纪 
牛顿 的 微 积分 那样 。 

J. E. Gibbs 于 1969 年 引进 了 定义 在 二 进 群 上 函数 的 逻 
辑 导 数 概 念 , 此 后 于 1973 年 P. L. Butzer 与 H. J. Wagner 
进一步 讨论 了 逻辑 导数 的 性 质 并 应 用 到 函数 盟 近 的 问题 上 。 
1976 年 我 们 在 讨论 班 里 将 逻辑 导数 概念 推广 到 p>2、 基 本 集 
为 了 进 局 部 紧 群 [0, оо) 情形 并 且 得 到 有 关 逼 近 论 的 结果 , 如 : 
Bernstein 型 定理 ,一 个 变 分 引 理 与 一 类 极 值 问题 的 解 B30?31， 
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1979 ВЕЕ ЭФИ", ЖОК ХӨР) A X 8 
近 恒 同 核 的 一 系列 结果 ， 这 些 便 给 Walsh 分 析 的 深入 研究 创 
造 了 条 件 。 
本 书 将 讨论 Walsh 函数 的 一 些 基本 性 质 与 应 用 ， 使 读者 
能 了 解 Walsh 函数 的 特点 并 能 独立 地 应 用 它们 。 对 数 党 夫 
础 较 好 的 读者 也 可 以 在 某 些 课题 
上 得 到 深入 。 下 面 将 用 几 个 例子 1 
提出 一 些 有 趣 的 现象 ， 借 以 点 明 | 
本 书 中 某 些 论题 。 ° 1 
首先 考察 Rademacher 函数 | | 
系 (简称 尺 系 )。 它 是 周期 为 1 的 2d 
标准 直 交 系 。 系 中 的 函数 在 [0， mm 
1) 上 的 定义 如 下 ， 
пот», веша 
-1, 1/2<х<1, 
g1 = ро(2х), 


*..... 


pu(%) =p SO, 


这 是 熟知 的 开关 函数 ， 首 三 个 函 
数 的 图 形 如 图 0.1 所 示 。 显 然 ， 
把 常数 1 添加 进去 ， 所 得 的 系 
(1,95 91577) MÆLD 上 的 标准 直 交 系 。 现在 令 
1, 0<х<1/4, 
oa 1/4xx «3/4, 


1, 3/Axx«1, 


计算 结果 给 出 


e 3 е 


f 1- f(x)dx = ia- 1-1+1)=0, 


наод ае aen 


+(-1)X-1)+(-1):1)= 0, 
一 般 地 , 当 n 之 2 时， 注意 到 pn-:(X)= p (25 7х) 与 1 的 直 交 
性 ,有 


оак [^а [еар 


if - Aj HW M 
m. 2272 | — Кай = 
КД ой 4J1 4Ја + 4 Ja 0; 


这 样 ,存在 一 个 非 零 函 数 ff， EHA (i, po Pis С} #1 Ж 
数 直 交 。 这 个 事实 说 明 , RR 系 是 不 完整 的 (完整 性 概念 见 第 一 
章 了 2)。 因 而 ,要 想 雪 示 任 意 的 周期 信号 ,只 用 尺 系 是 不 行 的 。 
但 开关 函数 的 形状 ,性 态 非 常 引 人 注目 , 许多 周期 脉冲 信号 都 
与 这 种 函数 系 密切 相关 , 那么 能 否 对 它 适当 加 以 改造 ,使 之 确 
能 表示 任意 周期 信号 ?这 就 将 引出 民 系 的 完整 化 问题 以 及 随 
之 而 来 的 函数 展开 ,收敛 性 等 问题 。 读 者 将 会 看 到 , Walsh K 
数 系 (简称 W 系 ) 正 是 这 种 完整 化 的 结 梨 。 

其 次 我 们 来 妖 图 0.2 中 的 各 种 格子 图 案 ， 可 以 用 它们 的 
适当 组 合 来 表示 “ 工 ”" 字 。 图 中 带 有 阴影 的 位 置 算 作 + 1, 空白 
的 算 作 - 1。 表 示 的 方法 是 ， 将 1 一 8 号 的 图 案 代表 的 二 元 项 
ЖКТО uu (X, 9g)，xz(xX， у), t, un (0 У), ЖУ E 
8 4, 12, - 4, 4, 4, — 4, -4, 4， 然 后 相 加 ， 所 得 结果 除 以 
16 AAR f(x, у), 它 代表 图 中 的 * 工 ” 字 ， 


х,у) = шб, y) + 12и5(х, y) — Aux у) 


t u(x y) + Aus(X, y) — dug(x, У) 
'. 4 。 
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这 些 图 案 中 的 函数 与 我 们 的 W 函数 有 什么 关系 , 怎样 通 
过 它们 显示 出 所 需 的 图 象 ? 此 外 ， 当 某 种 电讯 号 给 出 后 如 何 
通过 W 函数 进行 传输 ? 读者 可 以 在 第 二 章 的 末尾 找到 问题 的 


答案 。 


后 我 们 提 一 下 W 系 与 三 角 系 的 一 些 类 似 之 处 。Har- 
muth 曾 将 列 率 序 二 进 W 系 {wals(x)} 依 奇 偶 对 称 性 分 成 两 


H: 


са (х), cal, (х), =, cal,(x), +, маіх) = cal(x); 

ѕа (х), sab(x), ++, sal,(x), '-, маі (x) = sahk(x), 
Ж {ПЕШ 543. ERKASI. ARAA 189 
信号 f(x) 可 以 展 成 象 Fourier 级 数 那样 的 级 数 ， 


f(xX)~ao+ > (a cal, (x) + b,sal (x) ), 
其 中 
1 
а, = | Keyah Gods, n=0, 1, 2, =s, 


b, - | fosa coda, п= 1, 2, `... 
在 W 系 中 ,有 类 似 于 三 角 系 的 乘法 公式 ， 


cal,(x)cal,(x) = cal,ə, (x), 
sal,(x)cal,(x) = Sahm- (X) 
sal,(x)sal,(x) = calis epi) CO, 
这 里 记号 © 表示 数 的 伪 加 运算 (参看 第 一 章 8 1)。 两 个 系 的 
详细 比较 将 在 第 四 章 中 给 出 。 这 里 我 们 仅 提 出 一 个 较 有 趣 的 
问题 。 大 家 知道 , UR IC, ТЕЗ ПГ АЛЕК, 但 这 
种 微分 运算 对 cal, sal 函数 引起 的 结果 是 一 切 化 为 零 。 看 来 
牛顿 首创 的 微 积 分 对 这 种 函数 系 很 难保 持 神 圣 的 力量 ,那么 ， 
三 函数 能 否 进行 “微分 ? 呢 ? 读者 将 会 看 到 ， 如 果 引 进 一 种 新 
的 “导数 ”概念 ,这 种 方 波 应 数 也 可 以 进行 微分 运算 。 这 时 有 
D'P(wal(x)) = kwal,(x), 
对 wal x) 求 一 阶 “ 导 数 ? 相 当 于 乘 以 序号 k, 这 与 普通 导数 
公式 
D(e**) = iket" 
颇 为 类 似 。 事 实 上 这 种 “导数 "在 Walsh 分 析 中 将 扮演 一 个 极 
为 重要 的 角色 。 
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上 述 两 种 函数 系 的 类 似 人 性 是 考 面 上 的 ，。 还 是 带 有 实质 性 
的 ?怎样 引进 新 的 “导数 ”概念 ? 它 有 什么 新 的 特点 ? VER 
知道 它 的 解答 ,可 阅读 第 四 ,第 六 章 的 论述 。 

Walsh 分 析 与 应 用 是 近 二 、 三 十 年 才 发 展 起 来 的 。 从 
Walsh 发 表 他 的 开创 性 文章 [24] AE, 距 今 还 不 到 60 年 , 现 
在 正 显示 出 年 轻 的 生命 力 ， 以 新 的 姿态 活跃 在 科技 领域 中 。 
可 以 期 望 ， 在 理论 与 应 用 两 方面 它 将 为 人 们 展现 更 为 广 痢 的 : 
前 景 。 

关于 沃 尔 什 (Walsh) 阔 数 的 理论 与 应 用 ,材料 很 多 ， 大 部 
分 散 见 于 各 种 杂志 与 会 议 录 之 中 ， 从 数学 的 观点 写成 一 本 书 
尚 不 多 见 。 本 书 希 望 能 作为 计算 数学 ,数学 ,物理 专业 高 年 级 
大 学 生 , 研 究 生 的 读物 ,其 中 基本 内 容 部 分 也 可 供应 用 数学 工 
作者 ,工程 技术 人 员 参 考 。 

本 书 共 分 六 章 。 第 一 章 是 预备 知识 ，$ 3 初恋 时 可 以 略 
X. $ 4 列举 的 结果 便于 读者 查阅 。 第 二 章 介绍 Walsh 函数 
及 其 性 质 ， ADIER Walsh 函数 系 完 整 性 的 证 明 ， 这 
章 是 全 书 的 理论 基础 。 第 三 章 是 有 限 Walsh 变换 , AWE 
阵 、 互 矩阵 以 及 它们 之 间 的 关系 ， 为 以 后 讲 快速 杰 变 换 做 准 
备 。 在 已 讲 内 容 的 基础 上 ,把 Walsh 函数 系 与 三 角 系 的 比较 
列 入 第 四 章 , 这 里 还 特别 介绍 了 逻辑 导数 与 还 辑 积分 概念 。 第 . 
五 章 是 快速 WW 变换 及 应 用 ,给 出 快速 算法 与 证 明 , 所 述 应 用 则 
是 较 简单 的 ， 目 的 是 使 读者 有 个 初步 了 解 。 最 后 一 章 讨论 无 
限 区 间 上 Walsh 变 式 , 引进 一 般 逻 辑 导 数 概念 及 其 性 质 , 还 给 
出 简单 的 Walsh ERE, 以 便 读者 能 对 Walsh 变 式 与 Fourier 
变 式 作 简单 的 对 照 。8 5 与 8 6 的 内 容 较为 困难 , 是 为 有 特殊 
兴趣 的 读者 安排 的 。 书 中 介绍 的 某 些 内 容 是 作者 自己 的 工 
作 , 详 见 书 末 参 考 文献 。 每 章 末 附 有 少量 习题 ,借以 帮助 了 解 


» 7 x 


内 容 。 对 于 只 打算 初步 了 解 Walsh 函数 的 读者 及 一 般 工程 
堵 术 人 员 , 可 以 在 看 完 引言 与 第 一 章 $1、§ 2 之 后 , 接着 读 第 
— $ 1 一 $ 4.$7, 然后 阅读 第 三 章 、 第 四 章 的 $1 一 § 6, 第 五 
章 以 及 第 六 章 的 8 1、8 2、8 4, S 

本 书 是 在 1976 年 与 1977 年 的 讲义 基础 上 形成 的 ， 在 教 
学 中 曾 用 过 两 次 。 作 者 衷心 感谢 程 民 德 , 徐 利 治 、 沈 变 昌 三 位 
教授 对 本 书 初稿 握 出 了 许多 宝贵 的 意见 ,作者 还 要 感谢 杨 洽 、 
储 宗正 二 位 先生 ， 他 们 为 本 书 提供 了 应 用 部 分 的 材料 。 我 们 
热忱 欢迎 广大 读者 对 本 书 提出 建议 与 批评 。 


{Е 者 i1980 年 1 月 于 南京 
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第 工 章 
预备 知识 


Walsh КЖ (W R) 是 基本 区 间 [0, 1) 上 的 完整 标准 
直 交 系 , 它 与 三 角 系 很 类 似 。 如 果 读者 对 三 角 系 比较 熟悉 ,不 
妨 利 用 它 来 帮助 学 习 W 系 。 本 书 将 尽量 做 到 内 容 上 自给 自 
足 。 这 样 & 即使 读者 不 大 熟悉 三 角 系 的 知识 ， 也 可 以 磊 利 阅 
读 。 在 定义 W 函 数 时 ,需要 数 的 二 进 表 示 、Gray 码 、 直 交 系 等 
预备 知识 ,下面 就 来 介绍 它们 。 为 了 对 W 系 有 进一步 的 了 解 。 
还 简要 地 介绍 群 及 其 特征 群 的 概念 。 在 最 后 一 节 中 ， 我 们 收 
集 了 书 中 用 到 的 有 关 实 变 函数 论 的 一 些 结果 。 


$1 二 进 制 数 的 伪 加 法 ，Gray 码 


首先 介绍 数 的 二 进 表示 与 伪 加 法 。 设 a 是 一 个 非 负 实 - 
数 , 我 们 可 以 将 它 写 为 二 进 表示 
a= (Ga-(N-DUG-(N-2 G0 Оо), 《1.1) 
其 中 (j= -N+1, - N+2, …) 为 0 或 1。 也 可 以 把 a 写 为 
Ж 2 的 乘 寡 展开 的 级 数 ， 


a- Ж з, (1.2). 
H (1.2) Д, а 中 带 有 非 正 足 标的 数字 对 应 于 a 的 整数 部 
分 ,而 带 有 正 足 标的 数字 对 应 于 a 的 小 数 部 分 , 两 者 之 间 用 分 
号 隔 开 。 有 时 也 把 4 简写 为 а= (ay), 

二 进 制 数 可 分 为 二 进 有 理 数 与 二 进 无 理 数 两 类 。 一 个 实 
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数 , 它 的 二 进 表 示 中 车 从 某 位 数字 开始 全 是 0 或 全 是 1 的 , 称 
为 二 进 有 再 数 ,其 余 的 数 称 二 进 无 理 数 。 例 如 ,了 有 表示 (0 
1000…) 或 0111--.), + 有 表示 (0; 101000…) R (0; 
100111:- +, + 都 是 二 apama, ili 3-- (0;010101- 95 
mn xmE. 在 二 进 有 理 数 的 表示 中 ， 从 某 位 数字 
开始 全 是 0 的 ， 称 为 有 尽 表示 ， 这 时 在 写法 上 可 以 将 这 些 0 
路 去 。 对 于 二 进 有 理 数 ， 本 书 恒 采 用 有 尽 玫 示 。 例 如 ， 志 = 
«0; 1), ioc 101), 容易 看 出 , # a 是 二 进 无 理 数 , ЕВ 
二 进 表示 中 一 定 出 现 无 穷 多 个 0 与 无 穷 多 个 1, 

负数 的 二 进 志 示 为 它 的 绝对 值 的 表示 添上 负 号 。 

今后 将 一 个 数 写成 二 进 表 示 时 ， 总 是 用 一 圆 括号 括 起 
来 ， 并 且 对 于 整数 ， 我 们 略 去 小 数 点 处 的 分 号 。 例如 ,19 = 
(10011), 6.75= (110; 11), | 

Walsh-Fourier 分 析 简 称 为 Wing. 其 中 最 基本 的 一 种 


运算 是 二 进 制 数 的 伪 加 法 。 擅 加 运算 用 记号 四 表示 。 两 个 元 
的 集 (0, 1) 上 的 基本 伪 加 运算 规定 如 下 : 


B 1.1 
— — -一 0 四 0= 0, 
里 | | 0@1=1， 
_ 5 | 1@0=1, 
11110 161-0, 


亦 即 , 同 数 伪 加 得 0， 异 数 伪 加 得 1, 参看 表 1.1。 
在 一 般 情形 ， 两 个 非 负 实数 а= (aj), B= (B) 的 伤 加 定 


SX 
аФВ = (e,B;) , (1.3) 
也 就 是 , a 与 的 的 和 DB 880—130, ES T 


е 10 e 


示 的 第 7 了 位 数字 是 a, 6 的 二 进 表示 的 相应 (第 J 位) 数字 的 
伪 和 。 通 常 我 们 先 求 得 афв 的 二 进 表示 ， 然后 青 转换 成 十 进 
制 数 。 例 如 ， 
5697 = (101) (111) = (010) = 2， 
10693 = (1010) (0011) = (1001) =9, 
14.57.25 = (1110; 1)@® (111, 01) 
= (1001; 11) = 9.75, 
SE RE, ERE ADU] Da EP RE 2 加 法 意义 不 同 。 大 
家 知道 , 依 模 2 加法， 5+7 = 0 (mod2), 而 50607 2 2。 但 限制 
在 基本 集 (0, 1) 中 时 , 两 者 结果 是 相同 的 。 Е 
不 难 验 明 ， 一 切 非 负 数 的 集合 ， 对 伪 加 运 5 构成 一 个 
Abel 群 ,参见 本 章 $ 3。 | 
现在 我 们 来 介绍 非 负 整数 的 Gray 5, 3X 这 在 以 后 定义 w 
函数 时 要 用 到 。 设 为 非 负 整数 , 它 的 二 进 表 示 为 
k= (kk guo: K9), (1.4) 
把 它 看 成 一 个 驴 维 向 量 。 先 写 出 N+1 维 向 量 (0 Kou kana 
"К^ Ко), 撼 将 每 相 邻 两 个 分 量 进行 伪 加 得 一 NN 维 向 量 (00 
К-ну kona Кн: … k_1@ko)。 它 就 是 的 Gray 码 , 记 成 
G(k); І ` v 
G(k) = enn kara Be- +2 *** КФК), “(1.5) 
由 于 (Ok ya o k) =[К/2], 这 里 [ 1 表示 数 的 整数 部 分 ， 


БЕК Gray 码 也 可 以 写成 公式 ， 
G(Kk) = kQ[k/2], (1.6) 
反之 ， 如 果 知 道 了 某 个 整数 上 的 Gray P 
G(k) = (Кенъ К маз e Ко) =, (1.7) 
则 可 以 证 明 ,K= (kona + Ко) 的 各 位 数字 由 公式 
k= ky ak noQ KL, (1.8) 


• 1l 


Ci 


metae o 


j= 0, 1, е, N-1 
fil. Жек 的 道 Gray gy, iis G^ (k^), 
其 实 , 这 可 用 归纳 法 证 明 。 据 Gray BRE, 
ji = рук» J=0,1, N-41, (1.9) 
这 里 约定 Kwn=0。 令 J-N-1, B hl kang = klLn 假定 
(1.8) 对 一 切 J<N- 1(j2>0) 成 立 , 则 由 (1.9) ^n 
kk. = Кад, 


К.Ф (Dk 1.4) 
= (Kk ya DK uuo OE ORE pua, 
H T k.k.,-0, 且 伪 加 运算 满足 结合 律 ,因此 
К-ы = k ya Ok uus QK uas 
这 样 ， 等 式 (1.8) 对 于 -1 也 成 立 (j>0)。 这 就 证 明了 
(1.8), 


故 得 


3.51.2 Ж Gray W (Ck, 2 Е, Dk p) 


ka ks ka 


AA 


Kar Kas Kr 


例 1 8 К=13= (1101), RE Gray 码 。 
LI JS (01101), 求 得 
G(k) = (0Ф1, 11, 100, 091) = (1011) = 11。 
这 个 方法 可 参看 表 1.2。 
@J2 itG(GO-21, ЖК, 
[#1 因 21= 10101), H (1.8) 求 得 
к= (1 1@0 10001 1909100 1@0@1®0@1) 
= (11001) =25, 
这 个 方法 可 参看 表 1.3, 
,. 12 。 


€ m ditti ари: 


#15 ВС ФА, k. = k. OR ., 


pi8 没 n 为 自然 数 , 求 2'-1 的 Gray B, 
1#] 由 于 2"- 1= (人 GT 1), BUR (1;5) 求 得 
С(2"—1) = (10-0) = 271, 

我 们 把 0 到 15 各 数 的 Gray 码 列 成 下 表 ， 
m 1.4 


———————————— 


а | «000 | C000) 0 8 |(1000) | (i10 | 12 — 
1 | (ой) | (001) 1 | 9 aon x ашу 3 — 
2 | (010 | GOD s | 1 aaplaun 15 

s | ош |o | 2 |t deb diuo м 

4 | aw | (110) 6 12 | (100) (1010) | 10 

в | ашу | (110) 1 13 | (1101) | (ип) n 
св | aw | аш) 5 14 | (ll10) (100 9 
NM (100) 4 | 185 | (1111) | (1000) 


关于 二 进 非 负 整 数 的 Gray 码 , 有 下 列 性 质 ， 

性 质 1” GCoXDB) = С(а)ФС(В), 

性 质 2” 首 2" 个 非 负 整数 的 Gray 5, 实现 此 数 集 自身 
的 变换 , 且 变换 是 双向 单 砷 的 。 
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性 质 1° 的 证 明 a, 8 的 二 进 表 示 分 别 为 
а= (а-н G_N+2 … 09), 
B= (В.м. В.ма2 ° Во)» 
这 里 我 们 假定 两 者 的 位 数 相 同 ， 因 为 可 以 在 数字 最 左边 补足 
0 而 不 改变 数 的 大 小 。 据 定 义 并 注意 伪 加 满足 交换 律 与 结合 
律 。 有 
С (aB) = С (а na DB кы апа: В-ль 7 aa Bo) 
= (a.u 418. v. 1 aca Dan 2B n DB-N +2 
* a o4 DB: A) 
zG(a)pG(B). 
性 质 2° 的 证 明 A ZU 个 整数 的 集 是 
A= {0,1, 2，…，27 一 1)。 
每 个 waEA4 Ga 9 € SERA TO т 
a= (см. CQ_N+2 7 09), 
它 对 应 于 一 个 NN 维 向 量 ,分 量 取 0 或 1, 集 4 则 对 应 于 所 有 这 
样 的 向 量 的 金 体 。 BAR, Gia) 仍 为 同类 型 的 N 维 向 量 ， 故 知 
G(a) CA, ХЧ G(a) =G(a!) Bj, H (1.8) У (1.9) nfi 
а= oa, 故 不 同 的 数 所 对 应 的 Gray 码 也 不 相同 。 这 就 证 明了 ， 
集 4 与 其 Gray 码 之 闻 是 一 一 对 应 的 。 
最 后 简短 地 介绍 一 下 上 tc Dd Sr OS їр Ж 
大 于 1 的 整数 。 任 一 非 负 实 数 « ур ЖКУ 
= (ауа 0 Naz 11 0 1 09404 02 "°° ) 


E p ЕНЕН ORO 


7 X. cp : . 
Жр а (0, 1, +, p- D, 与 二 进 制 情形 类 似 , р 进 有 理 数 
”有 两 种 表示 ,其 一 是 从 某 位 数字 开始 全 是 0 (有 尽 表示 ) 其 二 . 
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al SERRE 


是 从 某 位 数字 开始 全 是 p — 1, ЖЇПШЖИШЖ. 例如 ， 1/p 的 
表示 用 (0; D 而 不 用 O,0p-1p-1--), 

р 个 元 的 集 {0, 1, +, p- 1) Ef fin. aos FEHLT 
BUE: 


m 1.5 Ж 1.6 
Gk Ж) 
e 0 1 2 * 了 一 ©. 0 1 2 ... p—1 
0 | D 1 2 -— р-і gi 0 0 р—1р—2 1 
1 1 2 3 . D gi! 1 0 p-1- 2 
2 2 3 4 eu 1 2 2 10 . 3 
p-l|p-1 0 1 - p—2 р—1|р—1р—2р—3+. 0 


我 们 看 到 ,在 基本 集 (0, 1, …， p— 1р 上 的 伪 加 、 RE 
算 相 当 于 模 p 的 加 ,减法 。 | 
例如 , 设 p=5, 有 
304=2, 1@4=0, 3©4=4, 104=2, 
与 二 进 情形 一 样 ， 两 非 负 实数 a= (an, В = (Во) 的 伪 加 
运算 规定 为 
ep = (a8), 
而 伪 减 运算 规定 为 
«ӨВ = (a ,ƏB;), 
34 a= 0 时, 简 记 0ОВ = OB, 
容易 看 出 , 在 二 进 情 形 , Da БУЛШ, 因此 这 时 只 须 
Еу Г. (НУ p=? 情形 , 伪 加 与 伪 减 两 种 运算 是 不 
同 的 。 
Bim. p= 5, 有 
38@109 = (123) (414) = (032) = 17, 


38©109 = (1232 (414) = (214) = 59, 
关于 非 负 整数 的 Gray 码 ， 也 可 与 二 进 情形 一 样 定 义 ， 
参看 (1.5), {Н (1.6) 应 改 为 
G(k) =k®Ek/p], 
并 且 相 应 于 这 一 情形 的 公式 (1.8) 也 成 立 。 所 有 这 些 都 留 给 
读者 自行 证 明 。 


$2 直 交 函数 系 


设 E 是 n 维 复 向 量 空间 。 我 们 已 经 知道 ，E 中 两 个 向 量 
X= (Eis `, Ca) Y= 1 ) 的 内 积 定义 为 


(x, у)= Dé 
j=i 


这 里 J 表示 复数 n Hi, p EE x 的 长 可 用 > 与 自己 的 内 
积 的 算术 平方 根来 表示 ， 
[xi = Cx,x) = (6| * + |) 

称 向 量 x 与 y Е, 如果 (х, 9) 70, ЖЕН ARNA 
量 xi，…，x， 如 果 对 任意 К, 有 (xi， хь) = 0， 则 称 这 个 
向 量 的 系 是 直 交 系 。 如 果 每 个 x/ 的 长 为 1, 则 称 这 个 系 是 标 
准 系 。 当 所 述 两 个 条 件 都 满足 时 , 称 系 (х, rn) 是 标准 直 
交 系 ,标准 直 交 系 一 定 是 线性 无 关 组 。 

B ocn x) 是 中 的 标准 直 交 系 ， 那么 显然 ， 每 个 
XEB 可 以 依 这 个 系 唯一 表示 出 来 : 

х=с,%, 十 … + C,X,s 
其 中 


C= (х, ху), +, С„=(х, х,), 


fxj? = [с |2+ e + |е, |2, (1.10) 
Rx, 
(X, x) 2 Сх + + CoXny CiXI + n + 0X) 
= >) eoo 
由 于 4х) 是 标准 直 交 系 , 当 jaek BE (xr, x.) 2 0 B. (хх) = 
1, f (x, x) 21007 2 | il? 
以 上 所 述 是 向 量 代 数 中 的 一 些 基 本 事实 。 对 于 函数 空 
间 可 以 引进 类 似 的 概念 。 
MERE ERKE Га, b1 上 的 平方 可 积 函数 空间 Гь 
如 果 对 于 EE 中 两 个 元 1, g 有 
f roogoax= 0, (1.11) 


则 称 了 чеш. ШЖ | fx) FJax =1, 则 称 了 是 标准 的 。 


HEE RREN 
fis f2, tts Мәс» 
nf. SERED, ВАНЧИ А ВАСА, ME 
这 个 系 是 标准 直 交 系 。 
容易 验 明 , C0, 2x] 上 的 三 角 系 


1 1 1 . 1 2 
755° VE cosx, Va Sinx, vr COS ZX, 
= sinis, (1.12) 


是 标准 直 交 系 。 在 引言 中 所 述 [0, 11 EBR £ (1, роб), 

р(х), n) 是 标准 直 交 系 。 本 书 中 将 要 讨论 的 W 系 也 是 标准 
ИЖА. э 

(л, …》 是 Ll 中 的 标准 直 交 系 ， 则 它 的 任 一 子 
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集 都 是 标准 直 交 系 。 现 在 要 问 ， 当 给 定 一 个 标准 直 交 系 (Л, 
Р, В, 是否 可 扩充 为 更 大 的 标准 直 交 系 ? 对 此 可 以 引进 
完整 性 概念 。 对 给 定 的 函数 系 (fo fas t ВТЕЧЕ 
数 了 使 与 一 切 方 直 交 , 则 称 系 (h, foin) 是 完整 的 。 完 整 性 
概念 是 相当 重要 的 , 正 是 对 于 这 样 的 系 ,我 们 才能 借以 表示 任 
意 的 周期 函数 。 

设 (Л. f e) 是 LL, 中 的 标准 直 交 了 系 ， XF T f, g€ 
Li 引进 记号 


d, o =| лое, (1.13) 
并 称 之 为 1, 9 的 内 积 。 令 
cs= Cf, fo, k=1, 2, °°. (1.14) 


称 之 为 了 的 Fourier 系数 。 作 级 数 z: caf, 称 为 f 的 Fourier 
级 数 ,并 记 成 | 
К) 3 efi), (1.15) 


关于 Fourier 级 数 , 有 下 列 几 条 简单 性 质 ， 
性 质 1" £o 能 展 成 一 致 收敛 的 级 数 


Iœ) = D afi), (1.16) 


k=1 


Ја, VA f BJ Fourier 系数 , 即 此 时 展 式 就 是 了 的 Fourier 级 
数 。 


性 质 2。 在 多 项 式 Saja) 中 ,与 f(x) 有 最 小 均 方 误 
差 的 是 f 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 > ох), сь 由 (1.14) 


给 定 。 
性 质 3” 有 Bessel 不 等 式 成 立 ， 
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оо b 
Xilals[ оор, (1.17) 


HER 1° 的 证 明 很 简单 ，(1.16) 中 级 数 既 然 一 致 收敛 ,可 
以 将 两 边 同 乘 f.00 并 积分 , 据 标准 直 交 性 , 即 得 
(f, f) xay, fi) = ay, j= 1,2, -eo 

为 证 性 质 2° 53°, JE Yk Ë B 3k f 5 9 SD; EE 


1H 
bò 1⁄4 ` B | 
If 7 яах} = (1-0, 1—9). (1.18) 
如 果 引 用 了 的 范 数 记号 1| = СУ, 05, ü.18)9] NX |f - 7l. 
现在 问题 是 要 证 明 使 均 方 误差 的 平方 
[Zani] f [Son- ies 
达到 最 小 的 那些 a 是 c= (fs f), k= 1, 2, **, н, 据 (fs) 
的 标准 直 交 性 ， 
Sa- = (af f, Safat) 
= 5) Jait P- Sato D- EO, адо, 
k=1 Ëk=1 k=1 
BG, 0 eus H i p= | jas = (f ax) =a, 
(f^ afo = |, заах m aya, 于 是 
{ Sah- = $ lal- $ (04, t G Ck), 
注意 到 


[а,– с, [2 = (а, ca) Ca, 64) = [ar]? + |с„|?— а,б,— пс, 
即 得 
n 2 LEN ^ 
| Xoh-i| = Sel?+ E Jar- cl? 
k=1 k=1 k=l 
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üh PS - S pol? 两 项 是 确定 的 ， 因 而 当 且 仅 当 来 项 


5 la,- cl? X 0 f |S a-r жж, 即 这 时 有 aw= 
c, 并 且 最 小 值 为 
|5 en =i- ы. aw 


由 于 (1.19) 左边 总 是 非 负 的 , 故 I- 3 lolo Ф n 
~ 得 
lle 2< lrt, (1.20) 
这 就 证 明了 (1.17), 
当 (1.20) 中 等 号 成 立时 ， 


> lcu]? = 1712, | (1.21) 
Z UD 具有 特别 重要 的 意义 。(1.21) 称 为 Parseval 等 式 。 污 
省 可 与 (1.10) 相 比 较 。 

回 到 (1.19), # | oh- > (n>o0)， 则 称 级 数 
Dof ЖШ f 或 强 收敛 于 f。 于 是 由 等 式 (1.19) 看 出 ， 
关于 了 的 Parseval 等 式 成 立 相 当 于 了 的 Fourier 级 数 部 分 和 
> сы, EJ k + fo 

下 面 讨论 Parseval 等 式 与 完整 性 之 间 的 关系 。 为 此 先 建 
立 Riesz-Fisher 定理 , 

定理 1 设 在 平方 可 积 函 数 空间 Lt, ву 中 给 定 一 个 标准 
站 交 系 {fi， Р, 2» 若 复数 列 Cis C29 °" WERE] 
co, ДЕЕ ВО EL WE: (i) Ж er Æ КТА (А 
fj Fourier 系数 ; (11) XF 了 的 Parseval 等 式 成 立 。 
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证 5,00) = зоа), Шз mon 时 有 


isse ( $ te B еш) B e 


PEED |с, |2< оо, S? m, noo 时 ， 上 式 右边 趋 于 0, 从 
而 左边 趋 于 0。 这 就 表明 (S, 为 空间 中 的 基本 序列 , 10, в 
空间 的 完备 性 , YETE— ТЄ1ЛД ы, 适合 | 

s-r 或 |5,—/]>0 (т>), 

设 大 是 任 一 固定 的 自然 数 。 则 由 Schwarz 不 等 式 (参看 
Ж 84, (vi) 的 (a))， 有 

IG. f0 7 (5, WIEG- Se ISI- Sal lho 
于 是 对 每 个 k, 4 n> Bf (Su, f) 0, f, 1834 nk 时 
有 c= (Sas f, са (f, А), 这 就 是 说 c. JE f RTA (fs) 
的 Fourier 系数 ， HERE, S, 成 为 f 的 Fourier 级 数 部 分 
和 。 前 面 已 经 说 过 ，S。 平均 收敛 于 f 就 相当 于 Parseval 等 式 
成 立 。 因 此 只 须 证 明 唯 一 性 。 如 果 还 有 函数 9 也 满足 定理 中 
的 要 求 (i) 与 Gi), 则 由 (i) 知 了 与 9 的 Fourier 系数 相同 ， 
再 据 di), J 与 9 均 是 同一 个 序列 (S. 的 极限 ， 从 而 了 与 9 
相合 。 定 理 全 部 证 毕 。 

有 了 定理 1， 我 们 可 以 证 明 完 整 竹 与 Parseval 等 式 的 等 
ТЕ. 

定 还 2 УЕА (Л, fos co 是 完整 的 , 充 要 条 
件 为 对 任何 f€ Li, 有 Parseval 等 式 成 立 。 

证 ”人 先 证 充分 性 。 设 对 每 个 了 EL 包 sI]， 有 Parseval 等 式 
成 立 ， 并 设 f 与 一 切 f 直 交 。 则 f 关于 这 个 系 的 Fourier £ 
数 ck 全 为 0, =1,2,…。 这 时 Parseval 等 式 对 此 ] 表现 为 
FIER: | | 
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HË=0+0+-, 
由 此 显然 有 f= 0。 这 样 ,我们 推出 系 (h) 是 完整 的 。 
反之 ,为 了 证 必要 性 ,假定 U) 是 这 样 的 系 ,对 于 它 存在 
某 个 函数 9 使 Parseval 等 式 不 成 立 。 那 么 Bessel ЖАНИ, 
立 严格 不 等 号 ， " 
5,102 f lg гах, су= (g, fos 


JE Riesz-Fisher 定理 ， 存 在 平方 可 积 函 数 p(x)， 它 的 . 

Fourier 系数 是 с, BJ Parseval 等 式 ， 
S Гов Јес) ax 

4 r(x) = f(x)— ф(х), 由 上 面 所 得 两 个 不 等 式 知 r(x) Ж 
WET 0, X (r, f = (f, fx) — (@, f) =G z— o = 0, k=1, 2, 
Sot. ВОР, ЗЕ EIC ” 与 一 切 有 直 交 , 可 见 (f) 不 是 完整 的 。 
于 是 证 明了 当 (f) 为 完整 时 ，Parseval FAH — ИЄ, ы 
均 成 立 。 

作为 应 用 ,我 们 指出 三 角 系 

` 1 cosx sinx cos2x  sin2x " 

Ji az Јл’ m Wm! 

是 50, 2х7] 上 的 完整 系 。 其 实 , 据 所 证 定 埋 , 只 须 验证 ， 对 每 
AFE Lho 有 Parseval 等 式 成 立 。 设 


T (x) =+ > (as cos kx + b, sin kx) 
是 任意 三 角 多 项 式 , 则 易 知 对 于 它 Parseval 等 式 成 立 ， 
1202 = [ао 12+ жа: [2+ ibi | + + ala]? [bs]? 


并 且 因 三 角 多 项 式 集 在 Lb, 空间 中 是 稠密 的 (稠密 的 定义 见 
本 章 $4), 从 而 Parseval 等 式 对 12, 中 一 切 函 数 成 立 。 于 是 
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EM 


据 定理 2, Ж 
1 сох sinx 
[z x! m! } 


是 完整 的 。 
同样 可 以 证 明 , 指数 函数 系 
(1, eris, etis, е2°2«=, АА e) 
Ж [0, 1] 上 的 完整 标准 直 交 系 。 我 们 将 要 讨论 的 W 函数 系 
也 是 如 此 (参看 第 二 章 § 3)。 


$3 p 进 群 及 其 特征 群 


为 了 以 后 从 群 的 角度 来 了 解 W 函数 ,在 这 里 预先 介绍 有 
关 群 的 一 些 概 念 。 
设 G 是 一 个 非 空 集合 ,其 中 的 元 素 记 为 x*, у, z 等 。 如 果 
在 G 中 规定 一 个 称 为 本 法 的 运算 ,使 对 每 两 个 元 x, z€ G, 
xoy 有 意义 且 仍 是 G 中 的 元 ,并 满足 下 列 三 个 条 件 ， 
G) 结合 律 。 对 任何 x, у, z€ G, 有 (хоу) ez 9 xo (92), 
Gi) 单位 元 的 存在 。 存在 单位 元 e€ G, 使 对 一 切 xEG 
É eox=xoe =x; 
Gii) 道 元 的 存在 。 对 每 个 xEG, л x € G.W E 
Zx lox=xoəox"l=ej; 
КСЕ, ТЕА, HOW E 
Gv) 交换 律 。 对 任何 x, YEG Ñ хоу= роху ， 
则 称 G Æ Abel 群 或 可 换 群 。 如 果 群 G 中 的 元 的 个 数 是 有 限 
的 , 则 称 G 为 有 限 群 ,有 限 群 G 的 阶 是 指 它 的 元 的 个 数 。 非 有 
BIS. 如 果 群 G 的 子 集 Go IRRIS IRE, 
ШК G, ЖОР. 
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设 x 是 群 G 的 元 ， 如 果 存 在 正 整 烤 ORO n dn 
n^ 
XoXxo……oXx=e (e 为 G 的 单位 元 ), 称 x 有 有 限 的 级 7。 
例 1 БА ER n B ARIETES A= 0,2, 7n 
n), x 是 A, 到 A, EAA А). ЧЕ 
x 可 以 写成 下 列 形 式 ， 


1 2 … в. 
x=( i 2х … 2) 
例如 , 当 n=3 Bf, 
123 123 123 
G 23) (, 3 |), (, 1 ;) 
都 是 置换 。 如 果 规 定 两 个 置换 %x, y HB A, Z EH ST x В 
者 再 经 过 喘 出 的 结合 ;例如 记 成 


os eG ъз oy пу) 


-( a, “у 
(1x)7 юн “+ (nx)y 
则 容易 看 出 ,一 切 置换 构成 阶 为 ni 的 置换 群 。 事 实 上 ,由 于 


1 n 1 
IG. uL x) Gy. ly з M (s es z) 
m 1 ` 
-( ((1x)2)z = | non) 
l œ n 1 n 1 naa 
esu nr) Ge Jl 
_ 1 n 
-( (1х) (YZ) + (пх) (02) ) 


上 时 据 置 换 的 积 的 定义 可 知 、 
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(1х) (02) = ((1x)z)z, ++, (пх) (yz) = ((nx)y)z, 
故 上 述 两 式 右 边 相同 , 因而 结合 律 满 足 。 


显然， 单位 元 是 { 77. 

eR 

| 1 se 
килен ыд з inn aha хл, ШИ (7.7 n) 


的 逆 元 是 ， ( M - 


ix^! e nx 


置换 群 一 般 不 是 可 换 群 。 例 如 , n =3 Н], 
(128 _ 123) 
ei) (ii , 


123 E23 
132 Уку sTs*ssmsYsYaan 


ЙК х° узе yox, 

#2 #А=(0,1} 是 两 个 元 素 0, 1 1 的 集 。 HEREZ 
ЖЕ tmc. АЖ Abel Ё. МЕШТЕ, 

is Wo ndm. nm. 

080-0 3101-0, 0@1=1@0=1, 

单位 元 的 存在 性 ， 显 见 0 为 单位 元 。 

逆 元 的 存在 性 ，0 的 道 元 是 0, 1 的 道 元 是 1, 

由 于 单位 元 为 1;， 故 验证 结合 律 (XBy) 2S x D(y2) 
时， 当 x 或 9 为 0 时 结果 是 显然 的 。 此 外 ， 当 x, y 均 不 为 0 
时 ,有 


br 


(1£1) 50=020=0=1Ф(1@0), 
16D61-021-1-1606D, 
故 结合 律 成 立 。 这 样 , A Ж Aba 群 。 
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s чинин ристе ао apap ape NI mente yet e e mh озщ, 


#3 取 p= 3, 一 切 序列 
(хх), x,€10, 1, 2) 
fk 3 进 伪 加 运算 多 构成 一 个 Abel 群 。 它 的 单位 元 是 (000…)。 
如 果 规 定 用 记号 x,-0Q»x, W (x; x, …) ШЙ (хаха) 
例如 , (10212-- 8035 554& (20121), ЕФЕ, RT 
性 与 结合 律 都 是 明显 的 。 此 外 , 除 单位 元 外 , 每 个 元 的 级 均 为 
3, х@©х@х:= x? = (000), 

设 p 为 群 G 到 群 G 中 的 一 个 映射 ， 其 中 乘法 运算 分 别 证 
为 。 与 "“。 WR 9 保持 群 中 乘法 运算 ， 即 对 于 G 中 任意 两 个 
Bú X, У 有 

| ф(х°у) = ф(х) ·рСУ), | (1.22) 
则 称 e Эу G 33) G B fe Б ah M E ES Б. 

BEA 2" 个 非 负 整数 的 集 (0, 1, 2, e, 27-1) 以 二 进 伪 
加 作为 群 的 乘法 运算 构成 有 限 2" 阶 的 Abel 群 ， 这 个 群 称 为 
有 限 二 进 群 。 令 映射 9 由 

Ф(®)=(-1)%, k=0, 1, =, #-1 . 
确定 ， 则 p 是 群 (0, 1, °°. 2-1} (以 伪 加 作为 群 的 运算 ) 与 
gt (71, 1} (以 普通 乘法 作为 群 的 运算 ) 之 间 的 一 个 同 态 。 
关于 局 态 , 有 下 列 定理 。 

定理 1 EGER p 是 群 G 到 某 个 集 他 上 的 同 态 ,这 圣 
只 要 求 C 中 乘法 有 定义 ， 则 @ 是 群 

ш бєй. 的 封闭 性 是 显然 的 。 任 取 zy,zE G, 
Е ?9 是 G 到 G 上 的 映射 , 必 存 在 元 х,у, z€ G, 满足 

ф(х) =x, øy) = y, g(z) =Z, 
故 y= pap) pa) = e(xo3) (2) 
| = p(xegez) = р(х): ф(уод) 
-960-(0Q)0-9() =X (у), 
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部 结合 律 成 立 。 

несум, H eex-x(x€G) 有 

V(e) 9(X) = р(еех) 29€), 
яя, 
ф(х: ple) = g(xoo) = р(х), 

lk (е) 是 @ 中 的 单位 元 。 

最 后 , 由 | 
ф(х^%ох) = ф(х71) p(x) = р(е), 
ф(хехт!) = р(х) -ф(х71) = Qo, - 
可 知 р(х^!) 是 g(x) BG: ф(х) = Грб) 171, ЕЖ, 

4 Т = (e2zu:0<qt<1), 每 个 e? 以 1 为 周期 ,因而 对 于 
任 一 实数 и, 一 定 存在 1E[0, 1) fit e^ ex*。 容 易 验 明 ,在 
普通 乘法 运算 下 , 了 是 Abel Ж, ЖЕНЕТ АПИ. 

设 G 是 给 定 的 群 (相应 的 ， 拓 扑 群 。 关 于 拓扑 群 的 概念 ， 
可 参看 [17]), 运算 为 。, 称 由 G 到 了 的 同 态 (相应 的 ,连续 网 
20 X 为 G 的 特征 , 亦 即 , 如 果 映 射 + 满足 ， 对 任何 xEG, 有 
X(x)ET E 

(хон) = (00400), x,y€G, (1.28 

ЖА, Z 是 G 的 一 个 特征 ( 当 САЖА, 30K X 连续 )。 
把 G 的 一 切 特征 记 为 全、 对 于 任意 两 个 元 Xis XET, RER. 
XiX2 为 
QuUGXO s XXX, x€ G, (1 20 
我 们 有 

定理 2.、 设 G 为 任意 给 定 的 郡 。 厂 是 G 竟 一 切 特征 所 成 
的 集 。 则 工 是 Abel 群 , 称 为 @G 的 特征 群 ? 

证 显然 , # e 是 G 的 单位 元 ， “是 5 的 一 人 和 "TI 
fj x€r, | 
е 27 ғ. 


X(e)X(x)= X(eox) = X(x), 7 
由 于 X 是 G 到 T 上 的 同 态 , 故 X(x) 寺 0, А X(e)=1, XX 
tf ZET, 任何 xEG 有 
E(x)XQcl) zX(xox 1) 2 X(e) 1-2 X(<x-1)X(x), 
№ (71) = A= GO, 

HEG 0х) =1 HEN хЄС), MZ, 显然 是 G 的 特 

古 , 且 因 对 任何 ZE 六 有 
(00 QD G0 = XJA) = X(x) = (ХХ) о), хЄС, 
Wk X= ХХ, = X, BJ X, Ar KAAT. 

2 Z H 0) = 0), x€ G 定义 。 则 由 等 式 

: Х(хоу) = Х(х)Х(У), x, ЄС, 

WAMI (хоу) 2 Хх) (у), Ж Z€ T. ХН 
QUO (0) 2 XG0X (X) = (ХХ (х) = [X (2) ] (х) =1, 

Bl xx - X, Qn JE T їйї, js xx-x,QU xd ox gua 
元 (XET)。 

任意 两 个 特征 的 积 显然 仍 是 特征 ， 并 且 卫 1 
交换 律 均 是 显然 的 。 故 普 是 -Abel . 证 毕 。 

定理 2 与 定理 1 的 区 别 在 于 ， 前 者 说 的 是 G 的 一 切 特征 
构成 群 ， 面 后 者 则 说 避 在 一 个 同 态 下 的 象 构成 一 个 群 。 

在 一 般 情 形 下 求 出 群 的 一 切 特征 是 比较 困难 的 。 为 了 本 
书 的 需要 ,我 们 对 下 面 两 个 特殊 的 Abel 群 给 出 它们 的 特征 群 
《 例 5, 例 6)。 

й 5 考察 р" 个 元 的 集 G= (0, l, s=, D'— 1), р 是 大 于 
1 的 整数 。 容 易 验 明 它 是 关于 p 壕 伪 加 运算 的 Abel 群 。 现 
在 来 求 它 的 特征 群 。 

Ф о= е, ER хЄС, x 的 了 P 进 表示 为 
ә 28 。. ` 


аа —— uw. 


х= GC. `" Xa X. 
H x60 为 G 的 一 个 特征 。 由 于 每 个 非 单位 元 x 的 级 为 P， 
. p+ . P^. 
х? =хФ---Фх=0 (0 为 G 的 单位 元 ), 故 X(x)? = X (x) --X(x) 
= (х?) = (0) =1, 因而 作为 x 的 复 值 函 数 ，X(*) 必 为 1 的 
p 次 根 由 的 形式 ， k=0, 1,，，…, Pp 一 1}。 由 此 可 以 看 出 , n 个 基 
FREE | mE 
x = a=, 120,1, = ;n-1, 
其 它 任 柯 特征 都 可 以 由 这 个 特征 生成 。 事 实 上 ， 每 个 
Xx) = avt 是 特征 ,这 是 因为 Ххх) 显然 属于 T(xE€G), HX 
x, y€G, E 
X(xDy) = queria. qula) = дә? DEya z 
= oo = X (Xx)X (И) 
设 X 为 G 的 任 一 特征 ， 则 X 可 家 为 记述 基 本 特征 的 有 限 个 之 


积 ( 带 有 一 定 的 里 次 )。 这 是 因为 ， 写 x 为 LET 


Z. = x-" 时 ， 则 由 特征 的 性 质 (注意 到 x= Ф.Ф...) 
易 见 
X(x) = ХС) С а) о 
作为 x 的 函数 ,特征 (X0. 只 与 x 的 表示 中 第 0 位 数字 有 关 ， 
ит Xo C) BERE ko BIER X (Zo) 23 00, ko G (0, 
-,P 一 1)。 对 于 其 余 的 附 标 情 况 类 似 。 这 样 , Xx) 将 取 
Х(х) = X). + Xl XN), 
kos = Kj 4€ (0, 1, =, p— 1) (1.25) 
的 形式 。 即 任 一 特征 被 家 成 基本 特征 Хо, n, Ka 的 积 ( 带 有 
一 定 的 短 次 ) 。 总 共 获 得 PP 个 特征 。 
例 6 рж EU Em UI, 
° 29 e. 


设 p 为 大 于 1 的 整数 ， xE (0, 1, ө, р-1}, k=1, 
2, …。 一 切 排列 x= Gom 依 了 进 仿 加 运算 构成 一 个 
Abel Ж G, 称 为 沪 进 同人 ( 例 3 是 p=3 情 形 )。 如 果 对 每 个 


x€ G, 43 3 хр” 与 之 对 应 , 则 得 到 G@ 与 单位 区 间 [0, 112 


闻 的 一 种 对 应 ,但 这 种 对 应 不 是 一 一 的 。 例 如 , (0 ?一 1p 一 1 
Pp 一 1…) 与 (1000…) 均 对 应 于 1/p。 如 果 规 定 每 个 了 进 有 理 
数 仅 与 其 有 尽 者 示 相 对 应 ， 则 环 使 G 的 一 个 真子 集 与 [0, 1} 
成 一 一 对 应 。 因 为 在 伪 加 运算 过 程 中 仍 会 产生 p-1 的 无 限 
循环 表示 :可 
(0Op-10p-10p-1-:)@000p-10p-10- 2) 
z(0p-ip-1p-1-*:), 
则 上 述 G 的 那个 真子 集 便 不 能 构成 群 。 但 对 WW 分 析 中 很 多 问 
题 来 说 这 种 不 便 不 致 影响 结果 ， 因 此 就 不 再 详细 分 析 这 一 点 
T. BT SEES, THE LO, 11 说 成 了 HERR p Ë 
紧 Abel TE, 虽然 这 是 不 精确 的 。 
对 于 紧 群 G = [0, 1], 取 零 的 基本 邻 域 系 色 为 
{00 7 02x,x,472), xj€(0, -, p-1), (1.26) 
j=1, 2, ty 
WORA Ж + 它 的 特征 指 的 是 映 G 为 T= (80 
<t<1) 的 连续 同 态 映射 。 现 在 来 求 G 的 特征 群 。 
设 X* 为 G 的 一 个 特征 。 由 于 G 的 每 个 元 x 的 级 为 p， 
p+ | 


xQxQ - Ф x=0, Ж 
p^ 


—T 
X*(x)2X(xQ--qdu =Z(0)= 1, 
这 样 , 复 值 函数 x00 (€ G) 的 每 个 值 满足 方程 op = 1, BID: 
1 的 了 次 根 o= er, k= 0, 1, es 071. 


• 30 ° 


设 х= (xx=), 容易 看 出 ,一 个 基本 特征 为 


2zí 
X,(x)= ep ° 


Hx, 
gi Эз (дл 
Х\(х@у) - es (vaya) ze? taty ) 一 FRESA CIT 


JE. X BREER. BUG 为 特征 。 还 可 以 看 出 ， 仅 依赖 


于 x 的 第 一 个 坐标 x 的 任 一 特征 必 取 О) =e P 77 SX 
式 ,天 为 0, 1, =, p 一 1 中 之 一 。 仅 依赖 于 其 它 从 标 的 特征 也 
可 类 似 地 得 到 。 因 而 得 到 特征 的 集 ， 


mÜ ш, 
Д(ху=е? » k=0, 1, +, p-1, 121,2,*, 
(1.27) 
我 们 证 明 , G 的 任 一 特征 * 可 以 写成 形 如 (1.27) 的 特征 中 
的 有 限 个 之 积 ， 
400 = KROOK А), (1.28) 
其 中 Il, «le «hk, се, k,C (0, 1, "t, p-1h, 事实 


上 , 写 


х= пФ: r, Oz, 


其 中 - _ . 
X17 (х1000--.>, X27 (0x200…)， МА 


Жы = 00--:0х,0---), 7, Zu (0---0ха1а2""-)» 

有 mE 

XQ = ХС) X GG X (4); 
由 于 当 moo 时 知 收 剑 于 G 的 单位 元 0， 故 据 特征 的 连续 
Ë, XG KAF XO =1。 注 意 到 хоо 所 取 的 值 域 是 
.e*M», КЄ (0, 1, +, p- 1), 便 推 出 , 自 某 个 以 后 , x(z,) 一 
直 等 于 1。 这 样 , 100 成 为 

Xx) = XGDXG2)- XG 

e $15 


的 形式 。 这 里 ,每 个 X(z) 取 (1.27) 中 的 某 一 个 特征 。 于 是 , 
MEE XC) 恒 等 于 工 的 那些 特征 , 便 可 以 将 上 面 的 200 写成 
(1.28) 的 形式 。 | 

据 定理 2 可 知 ,一 切 形 如 (1.28) 的 特征 构成 G 的 特征 群 
(这 是 无 限 群 )。 以 后 我 们 会 看 到 ， p 进 W 系 正好 与 这 样 的 特 
征 群 构成 对 应 。 并 且 ,R 函数 gn(x) 正好 与 基本 特征 ZPX) 
相对 应 。 


$4 实 变 函 数论 中 的 一 些 结果 


本 节 摘 录 的 内 容 是 为 阅读 书 中 某 些 较 理论 的 论述 而 准备 
的 。 目 的 是 为 了 便于 读者 查阅 ， 因 此 没有 附 上 证 明 。 关 于 证 . 
明 ， 可 以 参看 [35]。 对 于 只 人 须 初步 了 解 W 函数 并 想 初 步 应 用 
它们 的 读者 ,本 节 可 以 略 去 不 读 。 

(i) 数列 的 Abel 变换 。 

du), (u) 为 两 个 数列 , 则 有 


n n=1 
У\ шә»= SU. - Vas) 7 Us 10, t Uu, 
k=m k=m 


其 中 О<т<и, U,= us t + ee + ш(К;=0), ЖЕЕ U 10, 
(ii) Banach 空间 。 | | 
ЕЛЕНУ ЛБ [Н], HEA ТЄ E, 有 非 负数 ( 称 

为 范 数 ) |] 与 之 相应 ， 满 足下 列 三 个 条 件 : (a) |f] 20 4 B 

仅 当 f= 0; (b) faf] = [al [f] G WERO (с) |f+ д] < + 

lgl; 则 称 五 为 研 范 线性 空间 。 称 赋 范 线性 空间 互 中 元 列 所 收 

SCF f, 38 hfa- Ilon), XXI RI „ШР f. # 

im [f,- f,| = 0, # fa 29 Cauchy 序列 。 如 果 忆 中 任 一 Cae 


uchy 序列 都 收敛 于 中 的 一 元 素 , 称 是 Banach 空间 。 
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` (Hi Banach 代数 。 

Wt E J: Banach 空间 , ЖЯ] E PERRAS, 9, 可 定义 
积 jgEE， 满 足 : (a) 关于 这 一 乘法 ， 互 成 为 可 换代 数 ， 即 对 
iff f, 9, REE, Zea Æ f(gh)= (fg)h, [(0+%) «fg + fh, 
1g 7 9f, aD = (af)gy (b) 积 的 范 数 满足 [79] < [19], ЖШ 
称 EE 为 Banach 代数 。 i 

(iv) 空间 Cus] 与 Czo 

Cy, ЖАН Га, Р] 上 一 切 ( 实 ) 连 续 函 数 的 集合 。 任 何 
1Є Cy, 的 范 数 定义 为 [с = sup [1(x)|。 在 这 种 范 数 下 ， 
С „у 是 一 Banach 空间 。 当 f 是 以 2л 为 周期 的 连续 函数 时 ， 
一 切 这 样 的 所 成 的 空间 记 为 С, 称 为 具有 周期 2r 的 连续 
函数 空间 。 

(у) 空间 Lose 

这 是 一 切 于 Га, b] 上 Lebesgue 可 积 〈 简 称 可 积 ) 的 函数 


空间 , € Loy 的 范 数 用 | = | O ax 定义 ， 这 个 空间 
是 Banach 空间 。 这 里 Da, bJ 不 限于 有 限 区 间 。jE Lun 称 
为 可 积 函 数 。 | 

常用 工具 有 : 

(a) Fatou 引 理 。 
оо, BU [” одах int" f, coax, 

(b) Levi 单调 收敛 定理 。 | 

## (f.) (о, ©) ЮА N B 8 E ИЛ, 3 
нт 4,00 = к) M |” оак па |” оа, 


(с) Lebesgue 控制 收敛 定理 。 


Wt 是 Le... H BJ ДУ AJ, limo) = f(x), BE f 
rEL .. 满足 [hO], п=1, 2, =, MW f€ Loos 
1 |” rooax=1im |” одах, 

Е. А im у, (0) = f(x) XE IE fi] (7 оо, оо) E Ж 


了 一 个 零 测度 集 外 处 处 成 立 , ШК f, Л. АКАК f, 记 为 
了 -> (а.е), ЕЖ (а), (6), (с) 中 将 等 式 lim ў, (х) = f(x) 


(x€ (— оо, оо)) ФАЙ /„—>/(а. e), 其 余 不 变 ,定理 的 结论 仍 
然 成 立 。 

(4) Fubini 定理 。 

设 f(x, у) 是 二 维 平面 上 定义 的 可 测 函 数 。 若 了 是 二 元 
绝对 可 积 函 数 , 则 对 几乎 所 有 的 x, f(x, у) Jë (— so, со) 上 


关于 Y 的 绝对 可 积 函数 ， 作 为 x 的 函数 | fos йу 属于 | 
Le-a, HAT FA ues Waylax = FE sDdxdy, 
XE FAC. |](х, y) |a ах 存在 为 有 限 ， 则 f 为 二 
元 绝对 可 积 , 且 
F ua, y)dxdy = Af. fx, ay}ax 
= PIE зо y) dx jay, 


(e) DD 点 与 工 点 。 
设 1EL-。,m)， 著 在 一 点 x 有 


fuso – јуја ою) +0), 


жх Ay f D Exe ЖАУ 
a 34 o 


f [рос 12) - foo |dtzo() — (h0), 
0 


称 x 为 了 的 工 点 。 我 们 有 ， 可 积 函 数 了 的 连续 点 是 工 点 ， 且 
(= 9, оо) 中 几乎 所 有 的 点 是 工 点 。 
(vi) 空间 Lf qz, 
Lais «2138 Banach 空间 ， 其 中 元 了 的 范 数 用 17 = 
b i/a — 
{исо} sts tma Llap йиш tti url <° 的 元 


j 所 成 。 关 于 这 类 空间 , 最 常用 的 三 个 不 等 式 如 下 。 

(a) Holder 不 等 式 。 

WU /Є14, ы, 9€Lf a, XE 1/q+1/q' 5 1, WA 

fg € Lu, H. 1791171191 

当 4=2 时 , qg'=2。 这 不 等 式 成 为 Schwarz 不 等 式 ( 或 
称 Cauchy 不 等 式 )。 

(b) Minkowski 不 等 式 。 

设 Oc, t) G 为 参数 ,4E A) 对 每 个 上 属于 LOS, EUR 
成 上 的 函数 fos DI € La, 则 有 


IMS odi | «f, |f (c, t) | dt, 


这 是 一 般 的 Minkowski 不 等 式 。 当 4 为 有 限 集 时 , 它 成 
为 通常 移 Minkowski 不 等 式 。 | 
(с) 卷 积 。 
设 JELL_-，9EL_--e EX £58 9g EROS 


(f*g) (x) = [Í re- gdt, 


有 结果 179 1.171401. 
(d) 平均 连续 性 。 
设 J€ Lh» 1<4<оо, M] 
e 35 • 


Hem eM its ане Ра is orga зевари I ч се Y IRA ERU 


Ife - fool =о(1), h-0, 
空间 Lf, i, 24 а= 2 时 在 应 用 上 特别 重要 ， 它 不 仅 是 
Banach 空间 ， 而 且 还 是 Hilbert 空间 (完备 的 内 积 空间 )。 当 
а= co 时 , 它 成 为 本 性 有 界 函 数 空间 , 其 中 元 了 的 范 数 定义 为 
1. = E sup |f(x)| = inf sup Hoo], 


mA=0 z€[(a,5]—4 
34 f(x) 连续 时 , 这 范 数 与 空间 Cu, 的 范 数 相 一 致 。 
(vii) ЖИЕ УТРА 
集 4 的 特征 函数 定义 为 М 
_ 1, x€ А, 
кх) = l 0, x€A, 
阶梯 函数 是 区 间 的 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 。 
(vii) 稠密 集 与 可 分 空间 。 
ЖА Las doo) 的 子 集 。 如 果 La h 
任 一 元 f, 可 以 用 4 中 的 元 列 . 尔 来 任意 逼近 ( 即 [g,-J|] 0, 
23$ п->со), ДЕА Lt, "PER. MER ЖЕТЕ Lt, 中 
如 果 存 在 一 个 可 列 集 B, B TE Lf; PHE, HU Ue Lour 
是 可 分 的 。 可 以 证 明 , L4,,o] 是 可 分 的 。 例 如 , 当 Га, b] 是 有 
限 区 间 时 ， 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 所 成 的 集 在 Lhe 中 向 
E, 又 限定 函数 值 取 有 理 数 的 阶梯 函数 类 在 Los "яе. 
(ix) 绝对 连续 函数 。 
设 F(x) 为 区 间 Га, b] ЕЖ А. 如 果 对 每 个 8> 
0, 存在 6>0, 使 对 任何 有 限 个 互 不 相交 的 子 区 间 [as, bi 
(k=1, 2, =., n), 其 长 度 总 和 小 于 5 时 ,就 有 


> ЕСЫ - Еа) | «e; 
则 称 Е(х) 在 Га, bJ 上 为 绝对 连续 。 设 f(x) 是 La, bJ 上 的 
e 36 « 


HARS MUS UEM) РОО = [7504 E Га, 8] 上 绝对 连续 
ЮЖ, HE Га, b] 上 几乎 处 处 有 了 x) = 0х), 


习 M 
1. ЖШ G -(0,1,2,3, =, P^ — 1] XF р CO EJ Abel 
[UM 
2， 试 求 下 列 各 数 的 Gray 码 (对 于 Р =2, 3), 
21, 35, 126, 723, 1001, 
3. АСТРА UE Gray 码 ( 对 于 P =2, 3), 
7, 11, 126, 101, 2187, 
4. W Ox ks 2^ 1, n JERR, 
G2 (К) = k, 
其 中 G2* (k) 表示 对 上 接连 取 2 次 Gray 码 ( 对 于 P=2)。 
5. WT 了 =3 考虑 下 列 问题 。 设 о, д, у 均 为 自然 数 ， 问 分 配 律 
%(8®@у) =аВФау 是 否 成 立 ? 何 时 成 立 ? | 
6、 试 证 下 列 等 式 (对 于 了 =2): 
(i) 2k@2j=2(KkG@ Jj), 
(i) (28-1)@(27-1)=2((&Е-1)@0-1)), 
(HD (2k-1)G@2;=20(@(k-1)+1)-1, 
(i) (2k)G@(2J- 1) -2(kO UG —-1) £1) 7-1, 
并 将 它 科 推广 到 zp 进 情形 。 
7， 试 证 二 个 元 的 集 íe, ay 满足 下 列 运算 规则 
ee=e ea=a, ae-a, ase, 
构成 一 个 群 。 
8. 设 四 个 元 的 集 (e, a, b, с} 满足 结合 律 与 下 列 运算 规则 
еа=ае=ее=е, b=@, c=ab, aí-e, 


试 证 此 四 元 集 为 Abel 群 。 还 有 其 它 不同 结构 的 四 元 集 的 群 吗 ? 
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Walsh 函数 及 其 性 质 


本 章 详细 地 讨论 Walsh 函数 系 。 这 些 内 容 是 学 习 以 后 各 
章 的 基础 。 从 本 章 开始 到 第 五 章 为 止 ， 均 以 二 进 情形 为 主 。 
定义 W 函数 的 办 法 很 多 。 我 们 在 $2 先 介绍 w 函数 的 两 种 
定义 ,8 6 中 再 给 出 另外 一 些 定义 ,并 且 引 入 了 进 W 函数 。 在 
讨论 函数 的 基础 上 ， 详 细 证 明了 W KAH- HEFER, 
处 理 了 可 积 函数 按 W 系 的 展开 问题 ,并 初步 论述 若干 通 近 定 
理 ,最 后 简要 地 介绍 一 下 二 元 W mb, | 


$1 Rademacher jg 


Rademacher MAR (R Ж) PATRASA К, WH 
{Ф„(х)} (п=0, 1, 2，…)， 每 个 函数 都 以 1 为 基本 周期 。 正 
如 引言 中 已 提 到 的 ，R 函数 9.00 在 基本 周期 区 间 [0,1) 上 
的 定义 是 . | 

1, ж 0xx« 1, 


Plx) = 
(2.1) 


-1, # y<x<1, 
9.00 = 99(7'x), п= 1, 2, =, 
R 函数 可 以 表示 为 其 他 形式 。 这 里 介绍 它 的 分 析 表 达 式 。 
设 0<x<1,xy= j/?7, 7=0,1,., 2*1—1„ RB CO, t) 
ER R 函数 定义 为 


s 38 °> 


_ [sgn [sin (2"*1zx) 1, Ж хах,» ñ QOO 
9.0) ue Ф.(х), #x=x, 0,1,2, ° (2.3) 
giro. 
(2.2) 式 中 的 符号 函数 sgnw 的 意义 为 


мане] 1, Жи>0, 
-1, #и<0, 
BA, h (2.2), (2.3) 式 所 定义 的 函数 实际 上 与 通过 
(2.1) 348 18] R. 08—300). 
其 实 , 对 m=0, H (2.2) X 
| | 1, 0«x«1, 
Фо(х) = sghn (sin 2nx) = f 
-1, 8 exul, 


加 上 条 件 (2.3), 
Ф(0) = lim olx) = 1, 


vo(3) = lim фу(х)=-1, 
` тә +0 
2 


就 给 出 了 (2.1) 中 的 роб), 对 n=1, 2, ++, 有 
@,(x) =sgn [sin (27*!zx)] 
zsgn[sin 2%(2"х) ] = p (2"x), 
它 与 条 件 (2.3) 一 起 给 出 了 (2.1) 中 的 9,00 (1-1, 2,), 
不 难看 出 , R 系 中 每 个 函数 9.00 都 是 区 间 [0, 1) 上 的 
ж HE UT TEM 


[£75 
[9 зас), [Z= , 1 es Jati , L,1) 
上 ,a(x) 依 次 取 1 与 - пачу [тт o G) 以 后 ， 
每 个 a(x) (n=1, 2,…) 的 图 形 可 由 Po REER z; 借 而 


得 。 


. 39 e 


‚ фа) 1 一 一 
“0 | 
- -1 I I - 
p(z) 1 
H - 
-1 
p(z) ш 
~] А 
$a) 1 
ННН 
-1 | 


1/8 
01/16 1/4 1/2 i 


2.1 


R 系 中 首 四 个 К 函数 的 图 形 如 图 2.1 Bim. 

к 函数 有 如 下 性 质 。 

性 质 1" R 系 是 区 间 [0, 1) 上 的 不 完整 标准 直 交 系 。 

证 R 系 的 不 完整 性 在 引言 中 已 铀 明了 。 故 只 须 证 明 其 
标准 直 交 性 。 即 证 下 述 关 系 式 成 立 ， 


і, п=т, 


f o.c 9, (dx = | 
若 n-nm, 则 
1 1 1 
| Ф,(х)Ф„(х)ах = | 9:(x)dx- | dx=1, 
0 0 Ü 


Ж пет, ФШ n<m, 5 т=п+5, 5221, HFS. 
e 40 o 


0, næm, 


ФЬ. be 


4-1 4 
хЄ[ тег, тт 


Rt, @,(x) = (- “т, 4=1, 2, ~ , | 2"*1, 以 及 ф(х) = Фо(2"х), 
于 是 
КАТОН, 5 UP а(х). G) dx 


(4-1)/20* 

- Ал mn 

сре a (dn 
1 onn 


= т cnn |, ох, 


但 是 ， 对 任何 非 负 整数 к, 都 有 
fv)ax= 0; 


又 据 R 函数 的 周期 性 wo(x+ 1) = 9960 5 s>1 得 到 
[, Ф›(271х)ах = | po (27 ая 
4-1 0 
«f 9,.100dx = 0 (A =1, 2, steg 2*5, 


Bus 
fie. cop GOdx-0 (пет), 
性 质 2” 若 xE[0,， D 的 二 进 表 示 为 
х= (05 Хуа)» 
Жрх,Є(0, D, 21, 2, -, Hl 
ф(х) = (= 1”, (2.4) 
证 ” 据 第 一 章 81 中 的 约定 , -XEB BIODUB SUR. 设 
х= (0; Xix7 Х,ар"), | 
对 任意 非 负 整数 n 有 
2"x = (XI1X2 Xn Ха o 
E [2x] 与 (20 DIER 2"x 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 , 利用 


Ale 


R 函数 的 周期 性 , 便 有 
9.60) = Po 70x) = Pez] (2%) = e ((2"'x)), 
注意 到 
{2"x} = (05 XnriXnt2'') 
据 (2.1) 式 得 出 


@„(х) = p ((2x)) = | 


由 此 即 得 (2.4) 式 。 

TERR 2° 36 HH, Т-К Ф„(х) 的 值 仅 与 x 的 二 进 表 示 
中 的 第 n+ 1 ARFER. WETERE ZRA (2.4) 也 可 
作为 R 函数 的 另 一 种 定义 。 (2.4) 式 有 时 称 为 RR 函数 的 二 进 
表示 式 。 

由 性 质 2° 即 可 推出 

性 质 3” ix, ve[0, D, ж xDy- (хФу) ФШ 1 
的 无 限 循 环 , 则 对 每 个 n=0, 1,… 有 

Ф„(х)Ф„(у) = gas(X 四 9) 。 (2.5) 
证 Их, 2 的 二 进 表 示 分 别 为 
x20,xXx;-), Y= (03 42%), 
出 伪 加 定义 
1=хФу= (0;х, Фу, xz 中 ya …)。 | 
# z 的 二 进 表 示 记 为 z= (0) 4), HERR, Очу) 
不 出 现 1 вн, 因而 有 
-x(py, (d=1,2,..)。 

于 是 , 对 每 个 n= 0, 1 由 性 质 2° 

9g,009,(9) = (~ De. (Tp = (= Туена 

=(— Dy = (— 1) = g, xy), 
注意 , 车 有 某 一 对 x, v € [0, D tE x by = (x Dr) 出 现 


е 42 o 


1, 车 为 1 =0， 
- 1, b x,,1 = 1, 


1 的 无 限 循环 ， 关 系 式 (2.5) uD Or. Pii, HO х= (0; 
101010--.), y=(0; 0001010---), AM xy = (05 10111…)。 
由 于 约定 二 进 有 理 数 仅 取 有 尽 表示 , 这 个 伪 和 应 宪 示 为 


хФу = (0; 11000…) = + 


ЖД ӨШ, ЕЖ х, y 公式 (2.5) 只 对 n=0 成 立 ， 而 对 其 
他 的 一 切 n 均 不 成 立 。 
我 们 再 作 进一步 的 观察 。 设 y= (0; ny) 为 固定 的 
Ж, ЖАХАН] n, Жин o. y? 的 值 而 使 等 式 (2.5) 可 能 
ЖУ BJ д z = х©у 应 具有 如 下 的 形式 
z=x( = (0; 217221111) 
HT у 是 固定 的 , Yno Ya e 便 已 确定 。 要 出 现 上 述 形式 
的 z， 数 
х= (03 XI1X2…Xn+r1Xar2…) 

应 是 这 样 的 ， 它 使 x = 1— y ,(k>n + 2) 为 确定 值 ,而 Xs(J= 1, 
2, +, n+ 了 可 任意 取 1 或 0, 但 这 样 的 x 点 只 有 2711 48. IR 
此 , RE 2t 个 (有 限 个 ) 上 述 的 x 点 以 外 , 等 式 (2.5) 总 是 

成 立 的 。 
i 这 样 ,性 质 3° 还 可 改 述 为 ; 设 y e [0, 1) 为 固定 ,对 于 每 
Мп, SER (2:5) 除去 有 限 个 x 的 值 以 外 ,在 C0, 1) 上 处 处 
成 立 。 | | 
最 后 ， 据 第 一 章 $ 3 有 关 p 进 群 的 特征 的 概念 ， 性 质 3? 
中 等 式 (2.5) 正好 是 二 进 群 的 特征 所 必须 满嘴 的 条 件 。 依 代 
数学 的 观点 ， 基 本 区 间 [0, D 上 的 每 个 尺 函 数 9,(x) 〈 借 助 
于 (2.4) 式 ) 对 应 于 二 进 群 G 上 的 一 个 基本 特征 函数 ( 见 第 二 
. X83, BE, R 系 可 以 与 G 的 特征 群 的 真子 集 ( 即 基 本 特 
征 函数 集 ) 联系 起 来 。 我 们 不 禁 要 问 : 基本 区 间 [0, 1) 上 什 
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么 样 的 函数 系 才 对 应 于 G 上 的 全 体 特征 呢 ? ARE RAR. 
数 系 就 是 在 第 二 章 8 2 要 引入 的 ,并 在 这 章 $3 加 以 详细 论述 . 
的 WW 系 。 


$2 Walsh 函数 的 定义 - 


W 系 中 共有 可 列 多 个 函数 ， 每 个 函数 是 以 1 为 周期 的 实 
值 函 数 ， 从 而 可 以 在 基本 区 间 [0, 1) 上 来 考虑 。 我 们 将 看 到 
KECO, D 上 的 每 个 W 函数 可 以 表示 为 有 限 个 R 函 数 的 乘 
积 。 

W 系 可 以 有 多 种 排序 方法 。 按 列 率 (关于 列 率 概念 详 见 
第 四 章 §2) 排序 的 W 函数 依次 记 为 


walo (x), wal,(x), **, walk(x), +. 


或 记 为 {wals(x)}, k-0,1,--, 列 率 序 W 函数 wal) 定 
WTF: 

设 非 负 整数 k= (kwi kna e Ко), Ks € (0, 1), j= 
0,1, =, N-1, N S k'HX,  Кк=0 外 总 可 假定 首位 二 进 
ШИК k. р=1, 又 说 G (k) X k BJ Gray 19, jd 

Сф) = (ku k ul) ** К), 

k.j =k Gk uu (j= 0, 1, 2, N- 1, kn= 0), 

并 以 (Q: kL = 3) 表示 使 ky=1 的 附 标 了 的 集合 。 那 么 ， 定 
walo (x)-= 1, Е | 
walix)= H 9,05, xE[0,1)， (2.6) 


tg ү=1) 
其 中 py(x) 就 是 由 (2.1) 式 表 示 的 及 函数 。 
要 写 出 列 率 序 的 W 函数 wahl), WE k ERITA 


24+, 


Жок = (kani Кон s ko), ARH Gray 码 
G(k) = COMPAR k n.2j tt ko)» 
然后 根据 Gray 码 的 每 个 代码 把 wal) RRIETARA 
AURE. MEV, ERA k= 1(0<s<N- 1)， 则 在 函数 
的 乘积 中 必 出 现 因子 0.00, 否则 ( 即 K^, = 0 的 情形 ) 就 不 出 
ЯЕ Ф.) | 
例 1 КОАО ЖК ЖЕУ wals), маї (х) o 
{йй 因 k=5 的 二 进 表 示 为 5= (101), 得 其 Gray 码 
G(5) = (111), ШК ›=К! = 天 =1， 因而 
| wals (х) = P(X) @,(хХ)@в(хХ)% 
由 于 27 (11011), 18 С(27) = (10110)， 这 表明 К, = 
k'a-k'-l, Wk. -k-0, 所 以 有 
wala (х) = 4092609100, 
w 系 也 可 以 按照 自然 序 排 列 (有 时 亦 称 Paley JF), 这 时 
BEWAREN 
мух), Wi (X), =, WO), = 
或 (000) (020, 1, 2, 2, 它们 的 定义 如 下 。 
Wen Quoi nawoz ` по), пу = {0,1} , j= 0, 1, =, 
N-1, fk - 0 Ye, Z5 E nau 71, ЖА, 规定 


Wo (х) = 1, . 
W (X) = . oll, Né (х), n= 1, 2, e, XECO, 1), (2.7) 


BA: ina 21) 的 意义 如 前 。 
82 试 求 wis(x) 的 及 函数 乘积 表示 式 。 
【 解 】 因 13= (1101), 这 表明 
hs3=n.2= п = 1, 
= ` Wia (X) = P3 (X) Р: (х) Р(х), 
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据 w,(x) 的 定义 (2.7), S 
(^0 pampay m, 
Жер nh en, W (2.7) 变形 为 
w,(x) = 9, (X) Pn, (X) Pn (0) о 2,7 
例如 ， 22 = 21+ 25+ 2!, 所 以 
%2›(%) = ф(х) Ф: 009160, 
JW ТЕЛА НЕВЕ ЕДИ IIT, 000) 中 的 
WES пў (wal 00) 中 的 序号 上 的 Gray 95, Вр 
n2 G(k), 
也 就 是 说 , 两 组 函数 之 间 有 如 下 对 应 关系 
© wal,(x) = жац (х), К=0,1,2,*ө„ (2.8) 
例如 ， 
wals(x) = wr(x)， 因 为 G(5) = 7, 
Walzr(X) = мр (х), A X С (27) = 22, 
注意 到 ， 对 于 r=0, 1，2，… 数 集 4= (0, 1, +, 2-1) dE 
Gray 码 的 变换 下 仍 为 自身 , 只 是 变换 后 的 次 序 与 变换 前 不 同 
〈 见 第 一 章 $1 性质 2°), 所 以 除了 排列 次 序 不 同 外 , {wals(x)} 
与 (w(x)} 的 首 2 个 函数 是 一 样 的 。 

# 2.1 与 表 2.2 分 别 给 出 {wals(*x)) 与 (99002 ËJ Ë 16. 
个 函数 的 表示 。 这 些 函 数 的 图 形 由 图 2.2 所 示 。 

W 系 除 上 述 两 种 排序 方法 外 ， 在 第 三 章 $ 4 中 还 将 引入 
另外 一 种 排列 次 序 , 由 于 它 与 Hadamard 矩阵 密切 相关 ,所 以 
也 叫做 Hadarmard 序 。 这 三 种 序 可 以 互 换 ( 详 见 第 三 章 § 4), 

”并 且 各 有 其 特点 。 工 程 上 常用 的 是 列 率 序 , 因 为 列 率 与 Fou~ 
rier 分 析 中 的 频率 颇 为 相似 。 在 理论 研究 上 ,采用 自然 序 , 它 

便于 引入 了 3t W HUI И W 函数 ,并 且 在 论证 W 函数 性 
质 时 较为 方便 。 Hadamard 序 的 优点 是 便于 作 快速 Walsh 变 
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m 2.1 


序号 k | kiy e | Gray 93 G(k) # = 3 ROW ERR 

0 ( O) - ( 0 wale( x) =1 

1 ( 1) С 1) wali( x)= фо(х) 

2| (10 С H) | мах) - ei(x)pa(&) 

3 ( 11) € 10) Wapfz(x) 一 Pi(X) 

4 ( 100) ( 110) wal (x)=-@X(xX)@%i(%) 

5 ( 101) C iti) Wals(x) = gi(x)gn(x)go(x) 

6 ( 110) ( 101) Wals(x) =Ф(х)фе(х) 

T ( 111) C 100) wals(x)2- p(x) 

8 (1000) (1100) wale(x)  gs(x)ga(x) 

9 (1001) (1101) Wals(x) —93a(x)os(x)go(x) 

10 (1010) (1111) wali(x) — gs(x)gan(x)ei(x3go(x) 

11 (1011) (1110) walu(x)=@s(x)@:(x)@i(x) 

12 (1100) (1010) ма (х)= @s(x)@i(x) 

13 (1101) (1011) walis(x ) = фз(х)ф:(х)Фе(х) 

14 (1110) (1001) walu( x) es(x)go(x) 

15 (1111) (1000) walis(x )zz ps(x) 

» 22 
自然 序号 4 — on ЖК ЖОЕ 两 种 序 的 关系 

0 ( 0) | w(x)=1 We(X)-—walo(x) 
1 ( 1) wi(x)=@b(x) w(x)=wah({x) 
2 (К 10) | w;i(x)=@i(x) у(х) =№а1(х) 
3 € 11) | (х) =ф:(х)Фе(х) Ws( x) e а(х) 
4 (100) | w(x)=@(x) | W((x)=wal;(x) 
5 (101) | w,(x)=@(x)eo(x) | ws(x)=wals(x) 
6 ( 110) ,w(x)=@(x)@(x) Wws(x)=wal/(x) 
1 (111) | w(x)=@;(x)@i(x)@((x) Wi(x)mwals(x) 
B (1000) | w.(x)=@s(x) We (X) x walis(x) 
9 (1001) (х) =Ффз(х)фо(х) %W,(x)=%wali (x) 
10 (1010) ; wa (х) =фз(х)ф:(х) Wi (x)=%wal:: (х) 
11 (1011) | wu(x)— gs(x)gi(x3go(X) | Wa(%)=%ala(x) 
12 (1100) | we(x)=@s(x)@:(x) Wiz(X) — wals( x) 
13 (1101) | wa(x)=@s(x)@(x)@o (>x) Wi(x)= vale (x) 
14 (1110). | wu(x)mgs(x)gi(x)gi(x) | Wwi(x)=%3aDbi(x) 
15 | (1111) [wis(x)= @s(x)@;¿(x)@i(x)@o(x)| Wis(x)=1 Lo(x) 


C — 2 
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i. 
Ж. 


tb -一 一 oz) 


MdL 
NE. - viz) 
wal(z) ; LL | А | 0462) 
analala 22 Ë | 
wr Ао 
ТИН енн шск И 
walle) © 
eus b—— me 
—k—p—k—Hk = 
зоа EO 


ten) 


wahl)? - 
Aval;o (x) к-г ЫЕ А-н» 
чы = = E шо 
мыз ү ЕГ 
- J t HH uo) 
evali (7) 二 十 二 ЫЧ ы 
“А-Ы 
003 r | 
ешо ЧЫ Ч--%%® 
[LELE dude 
9 walr) 


1/8 

一 一 一 一 一 一 А 

01/16 1⁄4 1⁄2 1 
图 2.2 


walala) O 


在 本 书 以 后 各 章节 中 将 根据 需要 而 采用 不 同 排序 的 W 


现在 再 介绍 W 画 数 的 另 一 种 定义 ， 这 就 是 W ЖИР 


示 为 工 函 数 的 乘积 。 为 此 先 引入 工 ERR (简称 工 系 )。 


个 函数 都 以 1 为 基本 周期 。 
(= 


L 系 有 可 列 多 个 函数 ， id Jg Qs), п= 0, 1, 2, МАР 每 
ДЮ 0<х<1, ху= (27— 1)/2"*1 


1,2, ++, 2"), 那么 ,区 间 [0， 1) ER Е Ў у 


sgn [cos (2"лх)], dy хех 
„оо =} g i ; п p n=0,1,2,* (2.9) 
lim w,(x), а х= ху, 
z—2450 


e 


工 系 中 首 四 个 函数 的 图 形 由 图 2.3 所 示 。 
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L ЭН Е, ИШ, та ЖШ 
数 ; 工 系 也 是 [0, 1) 上 的 不 完 二 
整 标准 直 交 系 ， робо) 是 关 0 一 一 一 


х=; 奇 对 称 以 外 ， 其 余 的 。 1 


0 
Ж wi (x) (n = 1, 2, *-) XT 1 
0 


lgeasmmess o F 
1) 等 等 。 工 函数 与 及 函数 之 间 HHHH 
还 有 简单 的 关系 | 


， 1/8 
Vs (x) = 9,009, 10, 011614 1/2  — i 
п= 1, 2, =, (2.10) 2.3 
ф(х) =w,G)w,-Əi(x) ро (D 。 (2.11) 
这 两 个 关系 式 的 证 明 留 作 习 题 。 
建立 了 工 系 以 后 ,我 们 又 可 以 定义 ма, (х). 
设 k= (kini) EN-2) *** ko, 


k.,c (0, 1), ј= 0, 1, +, N-1, 
XPTxero,1 规定 


| 2.12 
walx)- П у; (0. ‹ ) 
(f1k,21) . 
有 了 时 , EX (2.12) 可 以 直接 改写 为 
маї, (х) = Hsen [cos (k. 2!mxY], (2.13) 


EG kazeta.. t2 (k, >К, 12 66 20220), 
则 (2.12) 还 能 表 为 
, wal,(x) = wi, GO va, (х) Wl) , (2.137) 
ЙИШ, Pj6-4110, Bük.z-k.,—-1l, ko-0, JW DL 
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(2.12) xk (2.13) 有 
wals(x) = w; (x)w (х), 
LM, Ж 27 = 21+ 23+ 01+ 20, BJ] Ку = 4, ks=3, k=1, k=0. 
所 以 据 (2.137) 得 | 
Wal; (x) = у(х) уз (х), (х) уо (X) ç 
利用 关系 式 (2.10)， 可 以 把 W йй L ЮЕ 
示 转 换 为 由 R 函数 的 乘积 表示 。 仍 以 Walzr(x) 为 例 。 注 意 到 
Vo(X) = 00 (x) 与 92(X) 21 (n= 0, 1,…), 于 是 
wala (x) = уа (х) vs (х) (х) ve (x) 
= ф(х) 93 (x) - @x (x) 9200 ` 9160) 90 (x) * @ (x) 
= 4(X)093 09100, 
上 述 表 示 式 正好 就 是 直接 通过 定义 (2.6) 所 求 得 的 表示 式 。 
这 个 现象 并 非 偶然 。 其 实 , 上 面 所 介绍 的 W ВА wal. (х) 的 
两 种 定义 (一 种 是 把 ма, (х) ARA RIS EE (2.6), 5 
一 种 是 把 同一 个 函数 表示 为 工 函 数 的 乘积 (2.12)) 彼此 是 等 
价 的。 下 面 来 证 明 它 们 的 等 价 性 。 
我 们 只 证 明 , 由 (2:12) 可 推出 (2.6) 。 关于 其 道 , 读者 
可 作为 练习 自行 完成 。 假 设 (2.12) 成 立 。 由 关系 式 (2.10) 
得 
wali(x)= [Т 
(ik-#= 


1 


wx)= H ф(хФ у(х) (2.14 
› | ‹4:®-+=1) 


这 时 有 两 种 情形 可 能 发 生 ，i) 当天 的 相 邻 两 个 二 进 制 代码 
kaup К H Т ВУ, 48 e = k'a, Dk, = 0, BM 
(2.14) 右边 的 乘积 中 一 定 不 出 现 Р(х), 这 是 因为 , 若 k_(jw1) 
=k-,=0, % (2.12) 右边 的 乘积 中 无 ОО) 与 у(х) 的 因 
FT RA (2.10) 知 (2.14) 2, @,(х); PK uu = k 4 = 1, Dül 
Wr a О) 与 w (x) 必 同 时 出 现 于 (2.12) 右边 的 乘积 之 中 。 同 
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EH (2.10) Я 
Via 00v; (x) = 9a (09:0) 9,09; (Xx) 
= PRaQG)o9, 100, I 
从 而 (2.14) 中 也 不 出 现 9,00, 
i) 4 k RRRA ИНИ kyk- 此 时 相应 


地 有 1 — k gay Dk. l, 
同样 利用 (2,10) 可 知 (2.14) 右边 的 乘积 中 必 将 出 现 因 子 
Ф(х)„ 


综述 i. HD WARI k BJ Gray W К, = 0, (2.14) 
右边 的 乘积 中 无 gj(x) 这 一 项 车 到 y= 1, NJ (2.14) 中 必 出 
现 9,00. 采用 我 们 的 记号 ,于 是 (2.14) 式 可 改写 为 

wal,(x) = „П p (x), 


fikiy-21) 

这 就 是 (2.6) 式 。 反而 证 明了 (2.12) 蕴含 (2.0), 

最 后 , 把 求 W 函数 (表示 为 R 函数 乘积 ) 的 方法 总 结 为 下 
Ko 

RW RATER) 

1. 依 自 然 序 ( 求 ws(X))s 

(1) ЖИК 的 二 进 表示 ， 

k= (Kk. eek ako), 
(2) 求 出 使 k-,— 1 II HIS E. J, 
(3) 对 (2) 中 的 了 作出 积 , 即 为 wi(x)8 
П екх), 


(Gk ga) 
2. 依 列 率 序 ( 求 wal,(x)); 
(1) Н k АЈ Gray W К, 
(2) ТЕШ wo (x) KERK Wu (x) 的 步骤 )， 


(3) 令 wal,(x) = Wp (X); 


$3 Walsh 函数 的 性 质 


全 函数 的 性 质 很 多 , 我 们 仅 把 若干 基本 性 质 汇 集 于 此 ,并 
给 予 必要 的 证 明 。 这 里 主要 就 列 率 序 的 W 系 {wals(x)} 来 论 
Ж, . 
性 质 1 (RAAR 对 一 切 xE[0,1), 有 下 述 乘法 公式 
маї, (х) ма} (х) = wal,ei(x) , (2.15) 
" 证 # k= j M| kDJ-0, (2.15) ЮУ, # eue, 
t 
eS ELM. 
k- j, {0,1}。 于 是 按 伪 加 的 定义 ， 
кф j= S 
这 里 工 , =к.,Ф/.,(у = 0, 1, =, N- 1), H W 函 数 的 表示 式 
42.12), 并 改写 为 下 述 形 式 ( 参 看 习题 2.45 
wal, (x) = уу Vy ye 
| эай(х) = wi-5N Pw Qu 7m... io, 
从 而 
`wal,(xw)wal,(x) 
= (Wy. 2 *-w-D0* - ar Vy -or-2) Na Yo) + 
W (w,(x))2= Qr G0)! z:1, 
故 上 式 各 因子 的 指数 上 的 加 法 运算 可 改 为 伪 加 运算 。 于 是 有 
wals(x) waly (х) = visiva = Walkei(x)， 
从 而 (2.15) 得 证 。 
读者 可 以 考虑 一 下 对 于 W RÜXTARR HARREZ 
5Җ (2.15) 是 否 戌 立 。 
在 涉及 R 函数 的 积分 时 ,要 用 到 如 下 的 公式 
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1 
[9.009,69 0, 60x 0, (2.16) 


其 中 附 标 n, (v 71, 5, 0 为 任意 不 全 为 0 的 非 负 整 数 。 公 式 
(2.16) dE BU BU R 函数 的 乘积 在 区 间 [0, D 上 的 积分 是 
零 。 

事实 上 ， 不 妨 设 n,2B, 42 e 2 R2, jaro, 1) 分 为 2+! 
等 分 。 在 每 个 子 区 间 


[0 


“onat 
E, Pm (X), Pa (x), a(X) 分 别 是 常数 ,其 乘积 记 为 9,0 
亦 为 常数 1 或 -1, 而 9.00 相继 地 取 1 与 -1( 共 有 偶数 
次 )。 于 是 


1 
[ 0 000. 00 р, 00x 


[(G*1)y2^an 


[L @,,(x) I (x) Jë,, CO dx 


grati 


v=0 J p/2ħs+1 


2ratl—l (s+ 1) 9тен 
= 2 e | @,.(x)dx = 0, 


v=0 у/29 +3 
从 而 公式 (2.16) 成 立 。 
由 性 质 1° 与 (2.16) 式 立 刻 能 推出 W 系 的 直 交 性 。 
性 质 2° (标准 直 交 性 ) W 系 是 [0, 1) 区 间 上 的 标准 直 
交 系 , 即 
1, к=], 


1 
|, wal, (х) wayar к], (2.17) 


证 k= j f 
wal, (x): маї, (х) = [wal,(x) ]2==1, 
(2.17) 明显 成 立 。 若 ка ;, КФ +0, Н КФ K Gray WA 
l, [S G(k )=0, 4 
1= 2" 4 203 +... 28, 
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dUBnQ n0» 2220, 则 由 W ЮНЕ Ў (2.6) XA 
wal,e (x) = 9 (X) 94, (х) 9, (x), 
由 性 质 1° 5j (2.16) 式 便 得 (2.17); 


1 1 
f маї,(х) wal, dx = |, wal,e (xX) dx 


= |р 009460 94, GO dx = 0, 
特别 ,车 于 (2.17) B4 /= 0, 有 
1, k= 0, 
0, к%0, 
由 此 可 见 ,每 个 W 函数 除 wal (х) 以 外 在 基本 区 间 [0, 1) 上 
的 积分 总 是 零 。 这 个 性 质 在 以 后 要 用 到 。 | | 

TEE 3° (完整 性 ) W 系 是 区 间 C0, D 上 的 完整 系 。 就 
是 说 , 若 定义 在 基本 区 间 [0, 1) E BJ aJ T8 R 3k f(x) ( 指 Le- 
besgue 可 积 ) 与 所 有 的 wal(x)( 或 与 所 有 的 W.00) EE, JU 
f(x) 20 Æ L0, 1) ЕЛА (а.е. ) 成 立 。 

这 个 性 质 是 下 一 节 定 理 1 的 一 个 推论 ， 并 将 在 那里 给 予 - 
证 明 。 性质 2° 与 3° 一 起 说 明了 W 系 是 区 间 ГО, D 上 的 一 
个 完整 标准 直 交 系 。 我 们 知道 , R 系 也 是 [0, 1) 上 的 一 个 标 
准 直 交 系 , 但 是 没有 完整 性 , 这 正 是 尺 系 的 一 个 重要 缺陷 。 可 
是 ,把 尽 系 扩充 而 获得 的 W 系 就 具有 完整 性 了 。 

性 质 4° (可 换 群 ) W 系 (wal GO $, k= 0，1，…， 构 成 
一 个 可 湾 群 (Abel 群 )。 系 中 首 2 个 函数 {walo(x), wali (х), 
e, Wal,s- (x) 所 成 的 子 集 构 成 一 个 可 换 子 群 , n=0, 1，…。 

证 关于 构成 Abel 群 运算 的 封闭 性 、 可 换 性 以 及 结合 律 
由 公式 (2.15) 得 到 保证 。 对 W AmA, wal (x) 充任 单位 
元 的 角色 , 而 wal,Qx) 的 逆 元 就 是 它 自己 。 故 W (Oval o9) 
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f wal, (x)dx = | 


构成 一 可 换 群 。 另 外 ， 由 于 当 OsEX2"-1,0-Jf«2z—1B], 
有 0<k@ 72" - 1， 从 而 知道 构成 群 上 运算 的 封 闵 性 对 子 集 
(wal х), wal (x), *«, маі,» (х) 也 是 成 立 的 。 所 以 这 个 
子 集 世 询 成 一 可 换 子 群 。 

性 质 5° (ШЕ ЕД) 对 区 间 [0, D 中 每 个 固定 的 
y, 除去 有 限 个 点 外 , 对 其 余 的 xE 50, D 都 有 

Walslx) - wally) = маі, хф), k=0,1,.., (2.18) 

证 这 条 人 性质 是 RR 函 Ж АЕ З" УУУ Н д 
(2 ,6) 的 直接 结果 。 

HFW Ж (wal G0) 与 {w(x)} 仅 是 排列 次 序 不 同 ,并 
且 它 们 的 首 2(r=0, 1,…) 个 函数 的 集 是 一 样 的 ,所 以 W eR 
数 的 性 质 1'—5* 对 (ma) 系 也 是 成 立 的 (参看 习题 2.8)。 
不 过 , 对 列 率 序 的 wali(x) 来 说 ， 还 有 男 外 的 特殊 性 质 6° 与 
7° : 
| 性 质 6^ GRE 在 整个 实 轴 上 除去 一 个 可 列 集 外 ， 

walx (x) JE EUG, walos i (x) 是 奇 函数 。 
证 НГУ 函数 是 具有 周期 1 的 函数 , 我 们 只 要 对 |xj 
<1 的 情形 证 明 妈 可 。 设 0<x<1, 并 设 
2k - Ser (这 时 Ke=0)， k./C (0, 1), 
由 公式 (2.13), A 


N ~l 
wal;,(— x) = wal; (l — x) = П sgn [cos k..,27z(1—»x)3 

i f=7 ~ 

N-1 
= П sgn [cos (К. j2/2x)] = wal,, (х) 

=1 

27-1 . 

(х= Lu J=” 1, 2, ttt, N- 1). 


iK walzs(x) AES ER. X. 


— —— Hp a ier MEI TUR acier ca лен = messis eme yere 8 


wali( — x) = wal, (1 — x) 2sgn[cosz(1-x)] 
= sgn [ — cos лх] = — sgn cos nx 


= 一 wal), (х) 


(x 5). W RU wat CO 是 奇 函 数 。 最后， 由 乘法 公式 


(2.15), Ж 
Walz,,1(x) = walsei (x) = walz,(Gc) wal, (х), 
得 出 walaa i GO 在 |x|]<1 除 有 限 个 点 外 是 奇 函 数 。 从 而 性 
ERT GEB REO. ”每 个 wals(x) 在 区 间 [0,1) 改 变 符 
号 的 次 数 怡 好 是 天 次 。 
证 对 k=0, ма! (х) =1， 函 数 不 变 号 , 即 wali (x) 在 区 
I] [0, 1) 上 改变 符号 的 次 数 为 0 WK. E ESO, 2 k=2F + 
2553. e + 2"(К„>К_у>',>К>0), W (2.13), 有 
wal,(x) = Va, X) Vi, (x) V4 (x), 
其 中 每 个 因子 都 是 工 函数 ,由 (2.9), 
W. (x) =sgn (cos2"zx), i=1, 2, +, p, 
因为 cos (2 ox). 仅 在 通过 x= 1/2 的 奇数 倍 时 才 改 变 符号 
在 区 间 [0, 1) EERS 2" 次 , 也 就 是 (x) 在 [0, 1) 上 
共 改 号 2 次 。 然 而 , 当 . 产 BI, cos (29лх) 在 通过 上 述 点 列 
BEA PCS BIG VO» 0), 0s Wa (00) 在 区 间 [0, D 
上 改 号 次 数 分 别 为 2 2593, ..., 2^ 次 ,并 且 当 其 中 一 个 函数 
在 某 一 点 改 号 时 ， 其 余 各 函数 均 不 变 号 。 所 以 乘积 И, (х). 
Vas. СА) Wi (X), Bl wal, o ФЕ [0, 1 上 共 改 号 255 + 29 + 
2 次。 
从 性 质 4° ЯЕ, W 系 构成 一 个 Abel E, 而 在 第 一 章 $ 3 
中 已 证 明 p 进 群 的 特征 的 全 体 在 通常 乘法 运算 下 也 是 一 个 


a DO e 


Abel ДЇ, 现在 简要 论述 这 两 者 之 间 的 关系 , 作为 本 节 的 结束 。 
设 G 为 二 进 群 (p=2 的 情形 ), Ер 
G= (x, x = (х\х›*-.), x;e (0, 1}, J=1, 2, ej, 
Z,(X) 表示 С 上 的 基本 特征 函数 : 
= 1, di x, = 0, 
| | xD -| Eu, 
而 以 Г 表示 G 的 全 体 特征 所 成 的 集 ，X(3) 9 ГЕ — 
Jú, Г 为 特征 群 。 Go ERG X = (хх; ех.) 的 分 量 从 革 
一 附 标 开始 全 出 现 1 的 那些 x 的 集合 ， 显然 Go 是 G 的 一 个 
可 列子 集 。 对 每 个 XEG， 令 x=4(%)， 其 中 x 为 所 对 应 
ВУ CO, 1) 中 的 小 数 x= (05 x1x2…)。 另 外 ,对 于 每 个 xe[0,1) 
令 UB) = х А Юй, BAR ГО, D 中 的 二 进 有 理 数 ， 
我 们 约定 只 用 有 尽 表示 ， 所 以 上 映射 =k(x) 把 50, 1) p 8] 
G-G Е. 
ZERK., ÚW x= (0; xx) E50, 1), W & 4 R ñ Ж 
9.400 (n=1, 2, e), 据 (2.4) 式 与 基本 特征 函数 О) 
定义 ,有 


X = (хх) € G, 


Ф„_1(х) = ( — 1) = Z,(X) = X, (A 0), 

B Pai (x) = X (QUO), LECO, D, (2.19) 
关系 式 (2.19) 说 明 这 样 的 事实 ，[0, 1) ES R £ (9.100) 
ERI YX =a) 之 下 与 G~Gs 上 的 基本 特征 集 {X,(X)} 
(n=1, 2,…) 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 。 反 之 , 对 于 每 个 

хес, 除 一 个 可 列 集 Go 之 外 ， 有 关系 式 
X) =@,„_,(А(%))„ (2 .197) 
关系 式 (2.19) 5 (2.19) 建立 了 [0，1) 上 的 RR 系 与 G 
上 基本 特征 集 之 间 的 联系 。 在 这 种 意义 下 ， 可 以 说 区 间 
[0，1) 上 的 尺 系 实质 上 等 同 于 二 进 群 G 上 的 基本 特征 集 
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UD), 

ЗЯ OW. ВМП 000) G20,1, …) X H6, B 
经 知道 ， 二 进 群 G 上 的 特征 X(X) 可 表示 成 有 限 个 基本 特征 
函数 的 积 , 且 这 祥 的 积 显然 是 特征 ,于 是 , 若 令 n=2"+ 2 
"+2" (ns>ns > >т >0), W (2.7) 5 (2.19), 对 0<х 
<1# 

w,(x) = Ф, (XIP npa (X) 59,0 
= Х,а HK) I ai Ur QO ) X a (GO) 
TÉ, SA» CO 与 工 中 的 一 个 元 对 应 。 并且 不 同 的 W 函数 
所 对 应 的 T 中 的 元 也 不 同 。 反 之 , 同样 可 知 ,对 于 每 个 z€ T 
存在 唯一 移 W 函数 w(x) 与 之 对 应 ， 并 且 对 EG, 除 一 可 
列 集 外 有 
XE) = WA), 

因此 , RME ERIE ХОХ) 5 W ЩЖ э„(х) 视 为 等 同 。 于 
是 得 到 下 列 性 质 ， 

性 质 8° 区 间 [50,1) 上 的 W 系 等 同 于 二 GG Eie 
AE SED. 

顺便 指出 ， едро ВОВ E 83), 那么 
它 的 特征 群 恰好 等 同 于 50, 1? 上 的 ?进取 系 ( 见 第 二 章 86)。 

有 了 这 条 性 质 以 后 , 便 可 把 [0, D 上 的 W 系 与 群 G 的“ 
汪 征 群 对 应 起 来 。 对 一 般 的 Bp 进 紧 群 G 建 立 Haar 测度 Haar 
积分 以 及 逻辑 时 数 之 后 ， 就 可 以 考虑 群 上 的 Walsh 分析 。 这 
是 研究 Walsh 函数 的 一 个 重要 方法 。 


$4 按 Walsh 函数 的 展开 
上 一 节 讨论 了 W 函数 的 一 些 基本 性 质 ,在 那里 我 们 已 知 
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Ë W 系 与 三 角 系 一 样 ， 是 一 个 完整 标准 直 交 系 ， 因 而 可 考虑 
可 积 函 数 按 W 系 的 级 数 展开 问题 。 本 节 着 重 介绍 按 砚 系 
(и, CO ) 的 展开 ， 并 证 明 关于 级 数 展 开 的 ( 逐 点 ) 收 敛 定理 , 讨 
ib W 系数 的 某 些 性 质 与 连续 函数 的 级 数 展开 的 唯一 性 定理 
等 。 

W f(x) 以 1 为 周期 ,并 且 是 [0，1) 上 的 可 积 函 数 。 按 照 
Fourier 级 数 中 的 方法 ， 将 f(x) J W Ж (И, (х) FEE Е 
的 级 数 展 开 

f(x) ~ Yc G0, (2.20) 
其 中 | | 
с,= [fe Wd, n=0, 1, 2, o 2.20 
由 于 W(x) 是 仅 取 +1, — 1 WREX, 
Wa.) = %„(х), 
所 以 系数 c, 实际 上 是 
"= | fG)w,GO)dx, n20,1,2,--. (2.21’) 

KAR c, 为 f(x) 的 Walsh-Fourier 系数 ， 或 简称 为 W 
系数 。 称 对 应 的 级 数 > cw 为 f(x) 的 Walsh-Fourier 
展 式 , 简称 f(x) HW 展 式 (或 W 级 数 )。 级 数 (2.20) 的 前 
面 k 项 之 和 称 为 f(x) 的 W 展 式 的 第 大 部 分 和 , 记 为 

Six) 或 Si(x)， 
即 S,(f;x) = Seen, | (2.22) 

Tue foo 的 W 展 式 在 [0, D 上 的 逐 点 收敛 性 问题 。 
也 就 是 对 每 个 xE[0，1)， 判 定 foo 的 部 分 和 序列 (55Cf;x)} 
34 ko 时 的 极限 是 否 存 在 ,并 且 当 极限 存在 时 , 极限 值 是 否 
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等 于 f(x)? 

先 证 明 两 个 引 理 。 

引 理 1 设 0<a<1 为 固定 的 数 , foo 是 [0, 1) 上 的 可 
积 通 数 , 则 


1 1 
f ](х@аўах = лое, (2.23) 


WE 设 a=(0; aare), xC[0, D, 34 — yt se fr 26 3 
x(Qa WA T, B Tax) xa, NEN DI XC EB BA 
数 , 把 L0, 1) 等 分 为 2* A - FE XC IBI 

Ім, = (xiv/27 xix« (v-1)/278), v=0, 1, 6, 27-1, 
每 个 区 间 Is,, 中 的 点 x 总 可 表示 为 

X= (03 XI X2 XN ма 0), 
其 中 首 N 位 数字 xiyxa,…， ху 只 与 有关, 其余 的 数字 xwyb 
Xnw+2， cc 可 以 任意 变动 。 因 为 对 xErfw， 
T.G) = (0; xi@a,) хФа, ++ хуФау …) 
只 与 ?和 4 有关, 所以, RETO 的 二 进 表 示 不 出 现 1 的 无 
限 循环 ， 总 存在 某 个 序号 р, Qxpz2"- 1, Ж TOO Є In,» 
ЗЕН J,, 中 不 同 的 点 在 Ја, 中 有 不 同 的 象 , 而 不 同 的 ?对 应 
于 不 同 的 p。 这 就 是 说 ,在 二 进 移 位 变换 之 下 , 至 多 除去 可 列 
个 点 之 外 ， 每 个 区 间 Iy,, 的 象 是 茶 个 区 间 Ty,ps жи 
有 不 同 的 象 。 
因此 , 若 Kirs 表示 区 间 Ins, ERIE A 
1, xE€ Ty,,, 
Kima (0) = | 0, x€ I 
则 存在 序号 p, 0xps2" —1, 使 - 
Kip (xa) = Ki (x) (a. e.) (2.24) 
据 了 (x) 的 可 积 性 ,存在 这 样 的 阶梯 函数 Cx(x), Cu GO fE. 
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у= 0, 1, Mes 2" — 1, 


- A du. (= 0, 1,…, 27-1). 上 分 别 取 常 数值 , | Cw(x) | < 
1f(%x)| 以 及 
lim Су(х) = f(x) (a.e. )。 
#3 UT u 
Cy (x) = > c,K,, (X), 
Jig (2.24) 得 


1 25-3 fi | 
- | Сҥ+(х@©а)ах= У e f Kip. (XPDa)dx 
0 v=0 0 


27-1 М 


= Mel ! Ki, „бдах= f Смбх)йх, 
p=0 


0 0 
1 1 
~ f Cy (x®a)dx = f. Cu GO dx, 
利用 这 个 等 式 与 Lebesgue 控制 收敛 定理 立即 得 
f, 1(‹х@а)ах = lim [ Cry(xG>a)dx 


1 i 1 
= нт | С»бдах= | f(x) dx, 
-ee J0 0 


等 式 (2.23) 称 为 积分 关于 二 进 移 位 的 不 变性 。 
引 理 2 设 0<x<1, 记 


D,(x) = Sio | (2.25) 
《通常 称 Dix) 为 Dirichlet }),Ш 


2", 0<х< i 
D. (x) = | (2.26; 
0, gp < x<1, 
从 而 


1 
- |, Da GOdx = 1, (2.27. 


证 ”人 先 证 对 于 Р,» (x) 有 下 述 恒等式 
рул (x) = Farn. (2.28) 
用 数学 归纳 法 。 当 n=1 时， 


D(x) = wa (x) + wi) = 1+ ф(х), 
dk (2.28) 式 成 立 。 假 定 n=m 已 成 立 , 即 假定 


Р,„(х) = Па + ф,(х)), 
则 有 _ 


9m—1 2m—1 
Юз»+10Х) = > w,(x) + > Wam4 (X) ç 
>= иж 


因为 当 Oxus- i ti, 2"+ u= Du, Н Wan(x) = Ф„(х),. 
" | 
Wamp (X) = Wis (X) УЬ (X) = Ф. (хуу, (X), 
从 而 据 归 纳 假设 , 得 到 | 
Do» 4100 = D;,(x) + @,(x) Do, (x) 
= (1+ @,(x))D,, (x) = Ha + 09100). 


这 表明 (2.28) 对 n=m+ 1 2 sr, PAUSE — DJ 45А n, (2.28) 
都 成 立 。 000 

其 次 , 当 0<x<1/2 BF, n ARAR РХ) (К = 0，1，…， 
n-1) 都 取 值 1, 由 (2.28) 得 Doe (X) =2"; 4 1/2"<<x<1 时 ， 
这 些 gs(x) 中 至 少 有 一 个 取 值 为 -1， 即 (2.28) 右边 乘积 中 
至 少 有 一 个 因子 为 零 , 所 以 Dan(x) = 0。 从 而 得 (2.26) Re 

HUS. SV (2.27) 是 (2.26) 的 明显 结果 。 于 是 引 理 证 
tk, 

关于 f(x) BJ 6, y Fokus. - C 

定理 1 foo 以 1 为 周期 且 在 [0，1 ERI, Sa) 
为 f(x) 的 W 展 式 的 第 2 部 分 和 , 则 | 
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(i) 在 区 间 E0, 1) 上 几乎 处 处 成 立 
lim Sj«(x) = f(x); (2.29) 


Gi) 3E fo) 在 点 x 连 续 , 则 (2.29) 在 这 一 点 成 立 
Gii) 38 fGO 在 区 间 [0, 1) 上 连续 , 则 (2.29) 在 [0, 1y 
上 一 致 成 立 , 即 5:0 一 致 收敛 于 jx)。 
证 利用 引 理 1 与 第 二 乘法 公式 (习题 2.8 Gii) 可 把 部 . 
分 和 5,(х) 化 为 积分 的 形式 。 有 | | 
Si(x) = S e. - > f, few)». coat 


1 k—1 А 1 
«f f) S wo а= | TDDux@Ddt 


= | RODDA, 
Вр 
5,0) = | f(x® Da) at (2.307 
再 由 引 理 2 对 每 个 XE [0, 0,2 
sno =>” aona 
Бар, Wk x f(x) 的 连续 点 。 就 是 说 , 任 给 620, 
存在 6=6(x, e)>0, M |x’-x|<65 时 ，|f(x’) -了 1(x)|<e。 
取 自 然 数 N, (18 1/27 «0, n2 N, Н 0<t<1/2" B, Py 
AH xt- x| «t« 1/27«0, РАНУ 
If (xD - fx) | «e, 
№, n2 N 时 ,利用 (2.27) 5 (2.26) 得 


SQ) —](х) = f (x90 ~ аура (й 
1/2" 
=> |, {f(x@t) - f(x) dt, 
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从 而 
172% 
ISa- [< ”| . Mop - foo [а 
<ë n>N), 
亦 即 
lim S; (x) = foo. 


次 证 (11), Ж f) XE ГО, D ЖЖ, W Gi) mg ó = 
$‹в) 与 x 无关， 从 而 所 取 的 自然 数 N 与 x 无 关 ， 所 以 极限 
(2.29) dE [0, 1) 上 一 致 成 立 。 

最 后 证 (i)。 设 x 是 阁 定 的 二 进 无 理 点 , x 总 属于 某 个 长 
度 为 1/2" 的 区 间 Ino 的 内 部 , 即 


p+1 
En Pp 


这 里 p 9, 1, e, 2 - 1 中 的 某 一 个 数 ， CREF Ko M 0x 
t£«1/2 Bj, и=х@ € 1, , (ГИЈА ЫШ, В Ino 在 二 进 
Ж yay u= xt 下 的 象 是 1。 i 


_ 1 
| Iul 一 "29 
为 区 间 Ino 的 长 ,于 是 部 分 和 Sy. (X) 可 改写 为 
Sr = т т, {ш)йи, хє so 


因为 f(x) 是 [0，1) 上 据 工 积分 的 性 质 ， 几乎 处 
处 有 (第 一 章 84 的 (ix)) 

а |= _ 

+ | fade = 6). 
TRIER Ез р RRA ERWE.. FEER, 
x€ I, 有 


ию T This fa)du-fGO GL, RFX). 


+ 64 • 


令 &=x-— 4=2 
就 有 „| =в, + d 考虑 

d (0+ 1)/2" d 
aer Jf u= 3, fao и 


exa tons [^ ton. 
注意 到 当 noo, д, 4,0, 从 而 对 所 述 的 x, 有 


i (* _ 1 fe К NN 
лад аи f J(u)du-=f(x) (п-»оо) 


与 ASON faw rf) (и>), 


于 是 对 任意 指定 的 e> 0, 存在 Ne 使 当 n>N, 时 有 


1 * = ГА 


AL flu)du= f(x) + е9, 
H. [а + Jen «e. 
因而 据 . 
1 


du 人 ro] 


rar 
LA 4, 


=J@) tX у Ta 5°», 
得 
| пті, fed - t6) |< leti + |a |< (No. 
也 就 是 说 
lim $469 = lim тр fa. fu du= foo, 
э” sp 
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从 而 (2.29) dE [0, 1) 上 几乎 处 处 成 立 。 定理 1 全 部 证 毕 。 

利用 定理 1 立即 可 证 明 一 重要 结论 (第 二 章 § 3 性 质 3°)，。 _ 
W 系 是 完整 的 。 事 实 上 , 设 f(x) 是 [9, 1) 上 的 可 积 函 数 , Н 
与 所 有 的 w,(x》 直 交 ， 即 (2.217) 式 所 决定 的 多 系数 c=0 
(n=1, 2,，…)， 则 由 定理 1 的 G), 


lim У c,w,(x) = f(x) 


在 [0, 1) 上 几乎 处 处 成 立 。 因为 所 有 的 с, = 0， 上面 的 和 为 
0， 故 得 fx) = 0 在 [0, 1) 上 几乎 处 处 成 立 。 所 以 多 系 是 一 
个 完整 系 。 

特别 , 若 f(x) 是 [0,1) 上 的 连续 函数 , 且 所 有 的 W 系数 
‘Cr=0 (n=0, 1, +), 同样 由 定理 1 的 (iii) 知 f(x) 三 0 在 
Го, 1) 上 处 处 成 立 。 由 此 推出 下 述 (周期 为 1 的) 连续 函数 WW 
展 式 的 唯一 性 定理 。 | 

推论 设 1(x) 是 以 1 为 周期 的 连续 函数 ， 若 РО). 0 — 
切 W 系数 c,= 0, 则 在 整个 实 轴 上 100 9:0, 

注意 , 定理 1 只 考虑 了 部 分 和 序列 {S,(x)} 的 特殊 子 序列 
(S240) ) (k= 2* 情形 ), 当 n>oo 时 的 收敛 性 。 在 定理 1 的 条 
件 下 尚 不 能 推出 Si(x) 本 身 的 收敛 性 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 构 
造 这 样 一 个 (周期 ) 连 续 函 数 , 它 的 W 展 式 部 分 和 序列 在 该 函 
数 的 某 一 连续 点 处 发 散 ( 人 参考 本 节 例 4)。 

关于 圈 变 函数 的 展 式 的 收敛 性 问题 , ETUR JL. Walsh 
的 原始 结果 而 不 加 证 明 ,参阅 [24] 5 [7], 

定理 2 EO) 是 以 1 为 周期 的 圈 变 函数 ,那么 

(i) 车 % 为 f(x) 的 连续 点 或 二 进 有 理 点 ， 则 Ss(xo) Wr 
SUP у (хо) (Коо) з 

Gi) # хо ВЕЗЕ f(x) 的 连续 点 又 非 二 进 有 理 点 , 则 SiO) 
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注意 , 定理 2 的 结论 与 三 角 级 数 中 的 Dirichlet 收敛 定理 
并 不 完全 类 似 。 

上 面 讨 论 了 可 积 函 数 1(x) ФЕ W 系 1Wn(Xx)} 的 展开 。 类 
似 地 ， 也 可 讨论 按 {wali(x)} 的 展开 。 在 工程 技术 上 常用 的 
是 后 者 。 因 为 (wal G0) 5j (60) 仅 是 排序 不 同 ， 并 且 它 
T1 E 216-0, 1,…) 个 函数 的 集 相同 ， 所 以 上 述 定理 对 
{ма сх) ) 照样 成 立 , 仅 需 在 书写 记号 上 作 适 当 的 改变 。 

现在 举 几 个 例子 。 

BI ic 为 常数 , 求 


оо =Í 


8 W 展 式 。 | 

[81 写 出 f(x) ЖР 0000) BERE SN 

f GO Соме (х) + сүз? (X) + Сом (x) + ++, 
据 (2.21) 式 求 得 ce = 0, cl = cy cv= 0 (22), H 
f(x) = см; (х), | 

例 .2 ifGO-sinzx, xc[0, D), RE IG) TW 
(wal, Co VET REG CRE ЕНА), 

【 解 〗 3 


e, 0<х<1/2, 
_Сс, 1/2<х< 1 


f(x) ~ > амиа), 
其 中 W 320,789 
а,= [few) wal Gods, 
由 此 计算 出 W 系数 
2 


1 1 
‚а= |, sin zxwal,(x)dx = [, sin ZXGX = T’ 
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uem aos ME эшчин= a — nas — aa en Rae E ч 
Cs ee 


1 
а = | sin zxwal,(x)dx 
0 . 
1/2 1 А 
= | sin zxdx — | sin zx dx = 0, 
0 1/2 


i 
аз = | sin zx wal, (х)ӣх 


1⁄ 3⁄ 1 — 
-1Í -| «| | sin лаке 200-72), 
0 1/4 3⁄4 л 


1 
аз= | sin zx wala (x)dx = 0, 


1 
a4 = | sin nx Wals(x) dx 


1/8 3/8 5/8 1/8 1 . 
-并 -| +Í -f «[ | sin луйх 
9 1/8 3/8 5/8 1/8 


2 л 3 
2201-29097 +200858.) 


据 定理 2, 有 
sin xx = 2 wal (x) + Za = /? у wal: (x) 


2 л 3 
+ in 一 2cos g + 2cos Swati GO + e. 


例 3 - 试 求 1(x) = x B W Ж, xeto, D. 
UR 1 对 xE[L0， 1), 设 
х= MM x,€ (0, 1). 
由 及 函数 性 质 2^ (参看 (2.4) Ж) 
Ф. (x= (- 1) = 1- 2X» 


因此 有 


Xn = 1-909, 


,C 08 .* 


BERRA x 的 表达 式 便 得 
-X- 1- -Pr 1(х) 2- з, 


但 . 
9,-1(X) = Walami (xX), 
于 是 整理 后 即 得 
х => _ > 2-@tl)wal,,_i(x), x€[0,1), 
п=1 


这 个 例题 将 在 以 后 用 到 。 

例 4 连续 函数 的 多 展 式 (2.20) 未 必 收 敛 的 例子 。 

我 们 不 予 证 明 地 给 出 一 个 处 处 连续 的 函数 f(x), 它 的 W 
EA (2.20) 在 指定 点 xo (例如 хо = 0) 处 发 散 。 或 者 说 , f(x) 
f W 级 数 部 分 和 序列 (S103 x0) 是 一 个 发 散 序 列 (К-> оо), 

先 定 义 两 个 辅助 函数 序列 {p,(X)} 与 {fn(Xx)}。 令 

. 0, ж xero, 1/22), 
pn(X) = | (-1), #x€[1/21,1/21-1), 
0, zi хЄ[1/22"-1*,1), 
对 2(n- Dio 1x J«2n*, 
p.(x*i)-p.(X) (n=1, 2, =) 


x, # x€ [0, 1/2], 
по E x € [1/2, 11, 
fax + 1) = fa (x). 
f(x) = fa 2"), n=l, 2, =ç 
再 定义 正 整 数 序列 m, 为 


ntent) 4 
m, = 22(a_1; +», п=1, 2, e, 
v=0 


于 是 所 希望 的 函数 f(x) 定义 为 
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I oco s AA єк еы авонони Dr Y META TAE ННН анте ое гозерен с 


f(x) = 5) т, G0fo (wu G0 

可 以 证 明 

(i) f(x) 是 实 轴 上 以 1 为 周期 的 连续 函数 ， 

(11) lim $,,(f;0) = +оо, 
可 见 SQ, 0) (k->oo) 发 散 ， 即 连续 函数 f(x) ZE x 0 BË BU 
W 展 式 发 散 。 

由 于 详细 证 明 完 长 ， 在 此 从 略 ， 这 里 仅 作 简 要 险 注 。 结 
论 (i) 是 较 明显 的 。 关 于 (ii), 车 Di(x) 是 (2.25) 所 示 的 
Dirichlet E. 便 有 


S, (fs 0) = f f( D. (уй 


гу 


Ogir 

= X 2 p fat we COD. cot 
М 

-L[ Palt) fau (CO Wm (tD, (4 


n-l i 1 
«(S + S) pote", D. coat 


=P; + Qrt Rao 
利用 函数 р(х) 的 一 种 分 解 公式 (见习 题 2.12), p (x), fs (xy 
- 的 定义 以 及 (2.26) 式 可 以 证 明 , 当 n->oo 时 
P,— + со, О„->0, R,—0, 
515 Ur fq) 是 以 1 为 周期 的 信和 号。 在 每 个 周期 内 发 出 
长 度 为 1/8 的 信号 波 01110011 
(图 2.4), 试用 W 函数 来 合成 


LE] ENIM [| тю, 
【 解 】 将 区 间 L0, 1) 分 为 


2.4 2328 个 小 区 间 


e 70 < 


һ={х : + «chil (A59, 1, --8), 


eR C f(t) 在 14 上 取 值 为 fa B 依次 等 于 0， bl 1, 0, 0, 1,1, 
i510 JS W 级 数 ， HEM 2 


f(1) = $ ана), 
Hp W 系数 
1 291 
а= |. f(t) wal, (t)dt = S. f) wat, (0а 


23-1 
= > hf wal,Ct)dt, 

= ir 
Xj 0<k=<25-1, wal,(t) 在 每 个 LQ = 0, =, 2271) 上 取 常 
数值 , 记 为 wa (习题 2.7), 用 |14| 表示 14 的 长 (这 里 1n] = 
ib TR 

1 22-1 

а= ТГ 2) им (к= 0, 1, =, 2—1), 
对 2222, 由 习题 2.10 GD 易 知 
| f. wal,(£)dt 20 (62223, А=0, 1, «e, 22-1), 
表示 a, = 0 (02223), 因此 f(t) RE W £ h M AAA 36 
T 
fitt 2 awahi), 
H 
P Ауы 
A=0 
计算 得 
f(t) = 1 {5walo(t) + wal, (t) + wat (t) 
— 37213 (t) — wal4(t) — wal; (t) 
= паї (t) — маі (t) >, 
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系数 a, 可 按 表 2.3 的 格式 计算 。 


ж 2.3 
一 人 
À 0 1 2 3 4 5 6 T 
fa 0 1 1 1 0 0 1 1 
k-0] 1 1 1 1 1 1 1 1 
— - Laa _ 
| =! 1 1 1 1-—1-1-1-1 
| k= 1 d-1-1-1-1 1 1 
Ма (х) кыз] 1 1-1-1 1 1-1-1 
ao |- 
Wa | S4) 1-1-1 1 1-1-1 1 
k=5 | 1-1-1 1-1 1 


| 
| 


_ 从 这 个 实例 可 知 ， 周 期 的 脉冲 信号 ( 方 波 ) 可 以 用 有 限 个 
W 函数 合成 。 一 般 说 来 当 信号 的 码 长 为 N =2 型 时 ， 信 号 
就 可 由 W 系 中 的 首 ?个 W 函数 来 合成 。 当 码 长 N 不 足 2 弄 
时 ,可 次 加 0 码 ,使 成 为 2 型。 例如， 某 周期 信号 所 代表 的 码 
是 10111, N = 5, 在 处 理 时 ,我 们 可 以 把 信号 改 为 10111000， 


k=7 


k=6 1 1—1 1-i1-1 1-1! 1 


1-1 1-1 


使 化 为 N=8=23 型 。 


下 面 介绍 有 关 W 系数 的 两 个 定理 ， 先 看 W 系数 的 二 进 


移 位 律 ,就 是 
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定理 3 设 可 积 函 数 j(x) 的 W 系数 是 (09, 有 是 任 一 固 
定 的 数 (0<h<1), M Dh) 的 W 系数 是 {cows(h)}，n = 
0, 1, 2, o 

证 由 引 理 工 与 第 二 乘法 公式 (习题 2,8(iii)) 得 


[fio co dx = f f(x) и, (хФћ) dx 


= f Fow) wa(h) dx = c,w (h), n= 0, l, "5 


Ж fOxCDh) 的 W 系数 是 (ew, (А) 3, 
ü (e (и = 0, 1, Ue) 是 可 积 函 数 f(x) 的 Ww 系数 ， ifla 
EIO 在 空间 Lo 的 范 数 , 即 
Ir f лоо Lax, 
IH W 系数 的 定义 (2.217) 有 
lol<h 1601 oo Lax llu 
HERE (0) 是 一 个 有 界 数列 。 不 仅 如 此, 我 们 还 可 进一步 
证 明 {с„) 是 一 个 零 数列 ( 即 lime, = 0) 。 此 结果 对 应 于 Fourier 
分 析 中 的 Riemann-Lebesgue 引 理 。 
нт | ууна) = 0, 
证 分 fx) 为 特征 函数 , 阶梯 函数 与 一 般 可 积 函 数 三 种 
情形 来 证 明 。 | | 
首先 , 设 Га, В) 为 [0, 1) 的 任意 子 区 间 , f(x) 是 [a, By 
上 的 特征 函数 , 即 


1, xE [а, В), 


rozl xE га, В), 
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任意 指定 e> 0， 先 取 正 整数 2 足够 大 , 使 其 满足 (i) < 


Gi) 当 把 区 间 C0, 1) 26 等 分 以 后 , йа 与 8 分别 落 在 不 同 的 
子 区 间 内 。 于 是 存在 正 整数 Ni 与 Wi (0<М,<М›<2°- 1), 


使 
№+1 
120° 


Nic «ac № 


N 
2° 2°, p <8<- 


从 而 „i м. са 
М 2 ` 
0<-у--а<-,<-› 0<8- 3 <= < 
s к>, жи 


1 В 
f o f(x) w(x) dx = f W(X) dx 


Na/22 Nsa/2^ 
- (| + | +f „одах 
r a А N,/22 Ny,/25 


=] + L+, 
计算 积分 I; . 
Na/22 ras 一 Na (2-5 
n=| w,(x)dx = > (i ET jas 
N20 A-i 20 
注意 到 , 当 0<t<2- ° B. A 


№+4- 1 =:@+4— 1 


从 而 几乎 处 处 有 
wi nit A= 1). wit) w, Niti- ly, 


于 是 1; 变形 为 
1, = эче), w(t dt 


A=1 


t+ (421, 2, =, №- №), 


但 易 证 
| woax= 0 (k»25, 
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从 而 推 知 L,=0, JK, k >2°, 4 
kc2"e2Re 2I" (п, >п, -1> 20220), 
Ф Ж nz. $8.75, 
у(х) = Pn (х) Фа, (х)... Pa (X) (0527 p) 

现在 把 区 间 L0, 27*) 分 为 2” “等 分 ,在 每 个 小 区 间 

[>/2"*+1, (p+ 1)/2w+1), y= 0, 1, TM 2"a-p+1 1 
上 94,00, 9400, +, 9,00 分 别 取 常数 值 ,而 Ф, 00 相继 
取 工 与 -1 (共有 偶数 次 )。 因 此 当 K>2" 时 


L wax) dx = |А [Ф (х) 94, X) 9, CX) 10, (х) dx 


285-0r1—1 (y 1)/2м++% 
= E | p" LPa lX) 95,4. (X) 39,, 00 dx = 0, 
ЖЕ Уг, 有 
1/29 М, e 
1] | w(x) [ах = 2 - a< 


同 理 |1s|<e/2。 所 以 
| [тоон ax |- [1у,+13[<|1,| + |1;|<# 
(k» 2^), 

这 说 明 , 25 f(x) 是 特征 函数 时 定理 2 成 立 。 

其 次 ， i f(x) 是 [50， 1) 上 上 的 阶梯 函数 。 由 于 feo nf 
示 为 有 限 个 特征 函数 的 线性 组 合 , 因而 这 时 定理 也 成 立 。 

im. z J (x) 是 [0， 1) 上 的 任 一 可 积 函 数 。 由 工 积分 的 
性 质 ，f(x) 在 [0, 1) 上 的 积分 可 由 阶梯 函数 的 积分 来 表 近 。 
即 对 任意 指定 的 >0, ТЕВЕ T), 使 得 

f IT G0 — fGO | dx« e /2, 

由 于 定理 已 对 阶梯 函数 TOO Ho.  BDIDABDIHOK М К, M 
k>K if 
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| |, тооны) ак) < о/а, 
FE. 4 k> K Еј 
1 
| [ 160 oodx | 
- Í GO — T (x))w,(x)dx + 人 T GDW.OOdx | 
«[ [foo ~ T(x) |dx 4 ['rGocodx 
定理 全 部 证 毕 。 


<ё 
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上 节 的 定理 LG) 告诉 我 们 ,车 给 定 了 区 间 [0, 1 上 的 
连续 函数 1X)( 这 里 总 认为 1(0) =f(1), 因 而 能 以 1 为 周期 延 
拓 到 整个 实 轴 上 ) ,存在 函数 序列 4,(x) 二 Szn(f3 х), ТЕГО, 1) 
二 一致 收敛 于 fO, 或 AGO 一 致 逼近 于 JO), 一 般 地 , Ж 
类 Cu, 表示 [0, 1) 上 所 有 连续 函数 的 全 体 ， 对 给 定 的 JE 
Сто,» ZEE У] (G0) (18 1，2，…) 使 范 数 

sup lf(x) 74.60] 


当 no 时 收敛 于 零 ， 便 说 jx) 在 [0, D Б-Т 


1(x), 
除 此 之 外 ， 我 们 还 可 考虑 其 它 形式 的 逼近 。 其 中 较 常 见 


的 一 种 就 是 平均 通 近 。 设 类 Lug) 表示 区 间 [0, 1) Еа 


寡 可 积 函 数 的 全 体 (1<са< со), Bl f € Zero ENK 
= (|, roots) “<, 


对 于 给 定 的 JE Иол, 车 有 函数 列 0,00). (n=1, 2), 使 
范 数 
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п (fo lf) too Fax) ^ 
34 hn->oo 时 趋 于 零 ， 便 称 f,(x) (q Ж) 平均 通 近 于 f(x) 或 平 
均 收敛 于 1(x)。 

本 节 主 要 讨论 用 fx) BJ W 级 数 部 分 和 序列 及 其 算术 平 
均值 序列 一 致 逼近 于 f(x) 的 定理 ， 也 论 及 它们 平均 逼近 于 
f(x) 的 问题 。 

引 理 1 设 D,(x) X (2.25) 所 示 的 Dirichlet 核 , 则 

GD noo ax=1i 

(ai) ID,(x)| <2/x, 对 一 切 0<х<1, п=1, 2, $ 

(Hi) || Dali = f [D,(x)| dx 2 О (logn), п->со, 

证 (i) щих) = 1 5 

| f м,(х) dx=0 (v»0) 
直接 推 得 。 

Gi) 对 于 每 个 0<x<1, W 27x20, Anz p2" + 
q 0xq«2^, "FR 


ві . 9-1 291-1 q-1 
D,(x) = 2) wx) = > 之 Мат: (X) 十 > Wa2ea (X) 


p-i 2"1—1 -1 
= > М2": (х) > Wa) + рот (х) 5] wo) 


2—1 
= D,, (x) | > wes GO] + Мрз (X) D(x), 
k=0 


据 (2.25) 36,4 x 227 BF, Da, (x) 50, ВП 
|р,(х)| = |DCO | &4<2"<2/x, n=0, 1, o 
XT Gi, Bd D g8lJD,(x)] «min (n, 250, FÆ ` 
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1 2 


2 
0 2 X 


Ip = [10.60 |а| nae f 
-O(logn) (noo), 
引 理 证 替 。 

引 理 1 (iii) 告诉 我 们 Dirichlet 核 D,(x) 的 L100, 1» {@ 
数 (通常 称 为 Lebesgue 常数 ) | Djj 增长 的 阶 为 O(logn)。 且 
可 以 证 明 |D,|, 的 阶 不 低 于 log и. 这 样 , 范 数列 {|.|} 是 
无 界 的 。 因 此 , 必 有 连续 函数 , 它 的 W SOR AY s Pax) 
不 收敛 于 (x) (Qux) (参看 本 章 §4 例 4)。 为 了 使 序列 
{5,075 201 24 noo kher, 其 至 能 一 致 融 近 于 函数 Kx), 必 
须 对 f(x) 加 强 条 件 ， 对 此 有 下 述 的 Dini-Lipschitz 定理 (也 
Zo mu S 1 推论 1)。 

定理 1 RI 是 [0, 1) 上 的 连续 函数 ，w(6) N fO) 
的 连续 模 | 

人 (6) = „тах, |х) - fao], Ox», у<1, 


ol) 满足 
lim o(ó) log 1.=0, (2.31) 
$204- ô | ' 


JU f(x) 的 W RE — Solo Оо), 
证 对 任意 正 整数 k, 令 k= 2^4 k^, Ok! < 2", 考察 


k'—1l 
SX) — $2»(Х) = > Cony Ун +o (X) 
к'-1 1. 
= > vases 00 | ftwie s (dt 
1 
- f Wes(x) Wanlt) DESDE) ft) dt 


А . 
= 6,00 [о ор, ово ft) dt (2.32) 
因为 对 任何 vv< 2", w,(27 0*2) «1, 所 以 
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D, (z@z tD = $5 м ,C2 0527 Gt) 
- Xw w,(z)w, (276091) = Dy (z); 
又 因为 
ф„(2-®#®)у = gana e eT.) = —1, 
同样 有 


P(t) = p(t) @„(2-@*)у = — @,(t), 
于 是 ,把 (2.32) 中 的 积分 变量 作 二 进 移 位 变换 (27 D, ja 
(2.23), #] (2.32) 变形 为 
SCX) — Son(X) = 一 Za Ф(рь„(х@}]0@@2- * at, 
把 此 式 与 (2.32) RHM, 48 48. 
2(S,(Xx) — S22 (X) ) 
= „оо, pat) Di (XOH {1@) — FODD) yat, 
从 而 
|з (х) — szn (x) | 
1 
<+ max |f) - f2) f ID, (xDt) | dt, 
0<ғ<1 0 | 
因为 
p2" t| <2-6%1, 
она 101) 与 条 件 (2.31) 推出 
[5,00 ~ $60 | «1 27) [Duff 
x0 (27*)0 (log 2") = 0(1), 


另外 ,由 本 章 8 4 定理 1 Gi) 有 
[$2400 – 0) |=00) (поо), 
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因此 ,注意 到 k=2°+k’, Osk’ <2, E 
| SAx) — ](х) | << | $ь(х) — $›»(х) | + | $2460 — Н) | 
=0(1) (n=), 
从 而 定理 1 证 毕 。 

从 定理 1 看 出 ,用 {S,(f; x); 作为 连续 基数 1x) 的 一 致 
逼近 序列 时 须 对 f(x) 有 较 强 的 限制 。 为 了 能 去 掉 除 连续 性 外 
的 其 他 附加 条 件 ， 而 仍 能 有 一 致 副 近 于 类 Co ERE — B 
数 的 结论 ， 利 用 部 分 和 序列 {5S,.(f; х) 是 不 适宜 的 。 必 须 采 
用 适当 的 办 法 来 生成 新 的 序列 ， 这 就 产生 了 各 种 求 和 法 。 其 
中 最 简单 的 一 种 是 由 f(x) 的 WW 展 式 部 分 和 Si(fs x) 的 算术 
平均 生成 的 序列 (oss х)}, 

с; x) = o,(x) = 2 58,03 x), 
通常 称 cv( 方 x) 为 f(x) 的 W ZUR (C, 1) 和 或 Fejér 和 。 
我 们 将 会 明了 ,对 于 空间 Con 中 的 任 一 函数 f(x) 而 言 , 序 列 
on(f; x) 确 是 一 致 逼近 序列 。 

ix D,(x) 为 (2.25) 所 示 的 Dirichlet 核 , 称 

K,G) = 元 翌 Di， n-1,2,-- (2.33) 
为 Fejér Ж. Кх) 有 下 述 性 质 ， 

引 理 2 设 K,(Xx) H Fejér 核 , 那么 有 

Ф [окоо dx=1, п=1,2, 4 

Gi) Кб) | <2/x, 对 一 切 0<x<T n=1, 2, + 

Gii) # п=2*+п/, k>0, 0<сп/<с2®, WI 

nK,(x) = ŽK alx) +n' D> (x) + @„(х)п”/К„(х);. 
(iv) К»(х)>0, К= 0, 1, 2, +; 
(V) Жи= 29+ 29 2 (К 2k; >k20), ЖА 
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nüzg-2b, п®”<п®-1)—2% (y=2,3, ., 5), 
n) - n, 则 有 分 解 公式 | 
HK, (x) = > 2** Wann (х) Kos, (X) І 


vi 


+ > пом we- GO Da, (x) 3 (2 ` 34) 
s=1 


(vi) | ee |4х<2, nz1,2,-^4 
(vii) 对 于 x 是 非 二 进 有 理 点 , 有 
lim K,(x) = 0, 
证 (i) 与 (ii) 分 别 是 引 理 1 的 (i) 与 (ii) 的 直接 结果 。 
Gii) 设 n=2+h/, 0xn'x2*, FE 
пка) = Ўр) = 5) DG) + S рь), 


W а 
Р(х) = D>, (x) + 2] узн) 
-i 
= Da (x) + Wax) Ema 
= Da (x) + @,(x)D,(x), 
所 以 


пК,(х) = К) + $ (Da G) 9400 D, G9] 

= 25K». (x) +n Dx (x) + 9,Cn'K, (x), 
(iv) XJ k20, Кү(ху = Di(x) = ws (x) = 1, Ж] k 21,2, e 

在 (iii) pAn = %， 有 递 推 公式 
Ksa (x) = Ireo Kx(x) + IDaQD , 
JG HE 19,0020, Da()z0 E K,(x) =1 应 用 归纳 法 推 知 
Ка(х):>) (k=0, 1, +9) 
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关于 (v), 重 复 运 用 Gii) G s 次 ) 便 得 分 解 公式 (2.34)。 
(vi) 由 分 解 公式 (2.34) 与 Dai. GO, K>, GO) 的 非 负 性 ， 


工 в kv [1 ` 
| | К„(х) |ах< У) s Кк, (x) | Wa-ner-» (X) [ах 
0 s=1 
s= И 
2k» 


a eG n 
—— «2, 
z +> n +5) -< 


Ld »=! 


epf Р(х) | w, 从 人 一 了 (ху ч 


这 是 因为 
‘8002-29426, 
пб! = ие) 2 一 (2” + 269+... + 980) — Di» 2! 
(v 2,3, -..,5), 
从 而 (vi 证 毕 。 . 
最 后 ,关于 (vii)。 设 0<x<1 是 二 进 无 理 点 , 假定 


2-«cxc27*1, A n=r +s, 0=<s<2, 
пК„(х) = Ўр, (x), 


zd pEr + si, 并 注意 到 Da =0， 类 似 于 引 理 1Giy 的 
证 明 ,有 
D,(x) = D, myn (x) = Р(х) Р,,(2®*х) + w, a CO D, GO 


=W OX) DO), 
于 是 


nK,(x) = Жр, 
= 5 > Ww, Xx) D, (x) + È w, (2tx) DCX) ` 


rı=0 sid 


=2%Ka(x)D, (2x) + w, (fx) SK,OO , 
38 Gi), H—H voli |K,(x)|<2/x， 因 1<2%x<2, H5] L 
Gi) # 
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--- 


2 

|D, (2*x) | < т 

还 有 s«2*«2/x, 
因此 便 得 nK, (х) 的 估计 式 


er xu FO xn 
A поо, 则 当 x 为 二 进 无 理 点 时 , 便 可 推 得 性 质 vii)。 引 理 
全 部 证 毕 。 

定理 2 设 fx) 是 [0, 1) 上 的 连续 函数 , 则 在 [0, 1] 上 
一 致 成 立 


InK,Cx) | «2. 2. 
x 


lim e,C;s х) = fo), 
证 由 (2.30) 5j (2.33) 易 得 c,(f; x) 的 积分 表示 
с.(ј; x) = G,(x) = 1 > $,(]; x) 
n к=] 


= 5 афор а= [ teo oar, 


И x=1 
从 引 理 2(4), Ж 
с„(х) - f(x) = f, КФ) — fx)} dt, 


由 于 foo 在 [0, 1) 上 连续 由 于 约定 1(0) = £00 从 而 一 致 连 
续 。 这 意味 着 ， 任 意 指定 se>0， 存 在 5=9(e) >0， 使 得 对 
0<х<1, 0<t=<1, 4 xpt- x| «t« ó 时 ,有 - 

f(x t) ~ fGo | « e/4, 


[о„(х) f(x) | 
<(|， + [eo] | xt) — f(x) [dte T, Izo 
关于 1 НЯ 2(vi) 5 f(x) 的 连续 性 得 
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a N 


8 
= (к, Фе -f ax 
ef? efi B 
«f IK,(t) | a< |, | Ka (t) | dt< >e 


3 D, 5 M= max [foo Lr S 2011), (vii) 分别 有 


|K, (Œ) | «2/x«2/0, п=1, 2, = 
lim K,() = 0, а.е.) 


ФАТ Н Lebesgue ФЕ И ЕСЕ ЕЙ, ТЕТЕ N 50,245 n >N 时 ， 
Í |K.( | dt< £/4M, 


qd n>N BJ, 
! 1 
=], IK.c | |fGbt) ~ fx) aad Ix.) dt £, 


从 五 与 L, 的 估计 式 ,最 后 有 
| @„(х)— ](х)|<1,+1;<в n>N), 
定理 2 证 毕 。 

与 一 致 逼近 不 同 ， 对 空间 Llo (q>1) 中 的 任 一 函数 
Лок), 它 的 W 级 数 部 分 和 序列 (5,05 x)) 平均 收敛 于 f(x)。 
换 句 话 й, {5.03 20) BB E 为 Lo 中 任 一 元 的 平均 逼近 
序列 。 

在 建立 平均 逼近 定理 之 前 , 先 引 入 两 个 概念 。 

ЖЖ ais 02, е, а, (3,280) 为 实 ( 或 复 ) 数 , 形 如 


o) = S an. (а) 


的 多 项 式 00 у n 次 Walsh 多 项 式 (W 多 项 式 )。 2S T, 
骨 示 所 有 次 数 不 超 过 n 的 W 多 项 式 全体 。 
it FE Lion ta 9 Т, PHI JE PRE 
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Е,(р = inf Hf - 2.1, 
R: f HE n tk W ZARE Lbou BIB EGE R. % uE 
gj 
ERE, memEKDme 
RH 
lim E,(f) = 0, 
如 果 存 在 多 项 式 ta) ETa 使 得 
E,(f) = [7- tl = inf If- talas 
则 称 ох) A TAW 最 佳 通 近 多 项 式 。 同样 可 以 证 明 , 对 每 
A f€ лу, 在 类 T, 中 存在 f 的 最 佳 融 近 多 项 式 (х) (也 可 
参阅 [22], E295, 


关于 平均 逼近 , 有 如 下 
定理 3 iZ e€ Ll, (1<q< +оо), Й] f й) W 展 式 的 部 . 


分 和 序列 (S,05 x) 是 £00. 的 平均 逼近 序列 , 即 
lim ISa- 11.70 (1<4< 99), 
特别 ,对 а =2, Parseval 公式 
Í reo а= Xe, (2.35) 
成 立 , 其 中 cs 是 1 的 W 系数 。 

证 对 g=2 的 情形 ,由 于 W 系 是 区 间 LO, D 上 的 完整 
标准 直 交 系 , 据 第 一 章 $ 2 的 定理 2, 对 每 个 f€ Lho (2.35) 
IX. УК, У 3s (м, (х) 而 言 , 完全 类 似 于 第 一 章 $2 中 
的 推 旱 ,有 (参看 (1.19) Ñ) 

15,- fl$- f^ 15,60 - fo [гах 


1 n-1 
= |, 6o ак S с, 
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利用 (2.35), 可 推 得 
lim [5.- 11220, 
对 于 一 般 的 gq (1<9<оо), К. E. A. C. Paley ((15], 定 
РЕ IV, p.225) 首先 建立 了 а ЖЕН RPR у(х) 的 W 展 式 部 分 
和 S.GO 在 Ll. 中 的 范 数 估计 式 | 
| S. Mif], G<4< оо), 
其 中 M 为 仅 与 9 有 关 的 一 个 常数 。 利 用 这 个 不 等 式 ,不 难 推 
上 出 本 定理 结论 成 立 。 事 实 上 ,， 设 m(x) 是 了 的 W BERGE 
项 式 , „ЄТ 
4821886 2.16, t5 00 的 W 级 数 的 第 n 部 分 和 为 其 自身 ， 
Bj 
in(X) = S, х), 
Ti 
S,(f; x) — 5,053 X) = S,(f— tas x), 
据 Paley 的 不 等 式 , 有 
(Sa-ti o) hAl- tk (а>1), 
其 中 A, 为 仅 与 a 有 关 的 常数 。 | 
因此 , 由 Minkowski 不 等 式 得 
[5,— fl = [S«Gs 92 — 39) 1, 
< [5,07 9) 71502]. I - 1l. 
= ||S,(f—t °) + |= fh 
A -tl + [1—1], = (1 + АЕ, 
=0(1) (n--99), 
定理 3 证 毕 。 n 
关于 逼近 定理 进一步 的 讨论 可 参阅 [32] 中 的 介绍 及 所 列 
出 的 有 关 文 献 。 
作为 本 节 的 结束 ， 举 一 实例 说 明 一 致 逼近 与 平均 通 近 的 
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误差 估计 。 
考察 函数 f(x) = х (0<x<1) 的 W 展 式 ( 本 章 $4 的 例 
3), 
х=) 一 $127 8* wal, , (x) 


注意 到 
walan (X) = М» (X), 
展 式 可 改写 为 
х= i- > 276 wx), 


n= 


XIR (2.20) 的 级 数 ，W 系数 c (›=0,1, 0 为 


i v=0, 
67) 0+2) у= 0", n=0, 1, е, 
0， 其 他 的 v， 
这 是 一 个 乌 项 W 23. 


以 $16 表示 函数 x B W НУЫ k 部 分 和 ， 
$,(х) = Sew, (х), 


据 定理 工 的 证 明 可 知 ， SA(x) 在 [0, 1-07 k—S x (0 
«nc DLE ESI 3, Ss(x) 在 [0,1) 上 是 (平方 ) 平 均 收敛 于 
х, ТЕЛИН S00 一 致 逼近 х 与 平均 逼近 x 的 误差。 
XTB. &k-1-2 + К (Q0xk'ck-1), 于 是 对 
0<х<1, 
x- бих) = $ zeta GO, 


=2-@+2} — daten, 


从 而 , 范 数 估计 式 为 

Ix- S,|.= sup jx- S,(x) | «2n, 

«e€[0,1-7] 
其 中 由 = [logz (k — 11, 
关于 平均 逼近 。 先 验证 函数 f(x) = x 满足 Parseval 公式 。 
事实 上 ,一 方面 有 i 
|а 

5 -—J 

3 |с,{?=сф+ > |с» |2 = 1+ Хуг 


Am 


其 次 ,有 误差 估计 
еза - (f^ E Jen) (51Р) 


- 1/2 1 
-( Y 2720) = КҮ"! 


ЖР n= tog; (Е- 1)]。 
由 此 可 见 ， 对 函数 AGO =x 来 说 , 同样 用 它 的 W 展 式 部 
分 和 SA(x) TEXDERE TI 在 不 同 的 逼近 意义 下 ,可 得 


Ix- S rem, 


| fx- Si = gge, 
例如 , 取 e= 107, 欲 使 fx- 5,1. «e, RER n= 8 Е 
jx- Salz < 8, 
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则 到 n=9。 就 是 说 ， 只 要 分 别 取 函 数 x 的 W 展 式 的 前 8 项 
之 和 与 前 9 项 之 和 作为 函数 x 的 近似 ， 就 能 达到 预先 指定 的 
误差 (621079), 

”从 上 述 实 例 可 见 ， 对 于 函数 f(x) 2 x 来 说 , 用 W 多 项 式 
$,(х) ЕЗЕТ, TE c 空间 与 L? 空间 是 同 阶 的 。 不 过 ,在 数值 计 
算 中 , 采用 何 种 求 和 法 是 一 个 值得 研究 的 问题 。 


$6 Walsh 函数 的 其 他 定义 


这 一 节 介 绍 W 函数 的 其 他 一 些 定义 。 包 括 由 差分 方程 
确定 的 递 推 关系 ,借用 二 进 制 数 宪 示 以 及 由 伪 乘 运算 的 表示 。 
W 函数 还 有 一 些 表 示 法 (例如 向 量 表示 ) 将 在 第 三 章 中 叙述 。 

1. 递 推 表 示 法 

设 基本 区 间 为 [0,，1) 。 在 这 里 总 是 约定 凡 变量 & 超出 基 
本 区 间 之 外 ,一 切 函 数值 wahu) 均 算 作 零 。 定 义 在 C0, D. E. 
у W 函数 由 下 述 递 推 关系 式 而 得 


маі (х) = 1, 


wals(x) = wal, ,4(2x) + С DUF] wor ,_(2x- 1) 
b ГЕ] : [$] , 


k=1, 2, ..., (2.36) 
它 可 变形 为 等 价 的 形式 
wal,,(x) = wal,(2x) + ( — 1)*wal,(2x — 1), (2.37) 
k=0, 1, 2, =, 


маб i (x) = wal,(2x) + (— 1) wil,(2x- 1), (2.38) 

由 差分 方程 (2.36) 所 表示 的 函数 实际 上 与 本 章 82 所 定 
义 的 W 函数 (0<х<1) 是 一 致 的 。 为 此 , 具 须 验证 先前 定义 
Ty W 函数 同时 满足 关系 式 (2.37) 与 (2.38)。， 人 先 看 (2.37)。 
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мро О, 2x<1, 2x- VELO, 1), ФЕН 2.9 


本 节 开 始 时 的 约定 ,同时 有 
wal,(2x) = walss(x) 5j (— 1)*wal(2x— 1) = 0; 
当 1 <x<1 时 , 同 理 可 得 
wal, (2х) = 0 
与 
(— 1)%аї, (2х — 1) = %wal,(1—- (2x— 1)) =wal,(2(1 —x)) 
= Waly (1 — x) = wal, (x), 
由 此 得 出 当 0<<x<1 时 ,函数 
wal,(2x) + ( — 1) *wal;(2x 1) 
与 wal (x) 相 一 致 ， 从 而 (2.37) 式 成 立 。 再 看 (2.38) R, 
因为 


wal, (x) = 
_ 1, x <x< 1, 
于 是 由 
walz,,1 (x) = маі (х) = walz (x) wal, (х), 
与 (2.37) 一 起 推 得 (2.38) 成 立 。 
利用 (2.36) 式 可 以 依次 作出 外阴 数 的 图 形 。 由 于 
wal,(2x) 与 маі, (х) 的 形状 和 相同， 只 是 前 者 在 水 平方 向 上 被 


压缩 到 0<x< - 的 范围 内 ; 而 


wal,(2x— 1) = wa 2( - i)) 


与 wala (x) 相 比 ,其 图 形 向 右 移 了 1/2。 因 此 ,给 定 了 
walo(x)=1 (0<х<1), 


就 可 以 按 (2.37) 与 (2.38) 依次 作出 所 有 通 数 的 图 形 。 鲍 如 ， 
wal,(x) (k= 1,2, 3) 由 下 列 式 子 生成 ， 

wal,(x) = walg(2x) — wala (2x — 1), 

wal,(x) = маі, (2x)— wall (2x — 1), 

wal; (х) = wal, (2x) + wal, (2x — 1), 
№ 2.5 (а) 表示 由 wala (x) ÆR wal (х) 的 过 程 ,图 2.5 (b) 
3 (c) 分 别 表示 由 wal (х) 生成 маі (х), wals (x) 的 过 程 。 


салу 1— walls) і 
9 


— р wal; (2x 
viaa 1 7] 


0 L. 


tal (2 — 1) wal (22-1), 
0 
vala 1 evals (z) 
> =l 


p 一 一 一 一 一 — LÀ —À——— MÀ —— MÀ 
0 1/2 1 0 1/41/2 1 
| @ Q) 
| | | таа} 
01/41/21 
(0) 
2.5 


如 果 采 用 W 函数 的 向 量 表示 ( 详 见 第 三 章 § 1)， 利 用 差 
分 方程 (2.37)，(2.38)， 我 们 能 从 wals(x) 的 值 很 方便 地 定 
出 wal, (x) 与 маі. (x) 的 值 。 今 举 两 例 说 明 其 方法 。 


ресин 


例如 , 已 知 wal oo £ e E RE I) a=o, 


1,5,7) 上 取 值 依次 为 1，- 1, 1,1, 1, -1, -1, ACE 
图 2.2)。 把 它 表示 成 长 度 为 8 的 向 量 

walix)=(1 -1 -11 1 -1 -1 了。 
wal (2x) 表示 把 wal G0 水 平方 向 压缩 到 [0 元 ) 内 ,在 [去 
1 内 取 值 为 0， 再 把 walt(2x) 右 移 > BRE wal(2x — 1), 
JE wal Qx— 1) # [0, D) 取 值 为 0。 如 果 把 wo coo У 
wali (2x— 1) 都 表示 成 长 度 为 16 的 向 量 ， 每 个 分 量 依 次 表示 


函数 在 区 间 [E у) ao, 1, +, 15) 上 的 取 值 ， 则 有 


wal(2x)-(1-1-111-1-110000000 0), 
wadl(2x—1)-(000000001-1—-111-1 -1 1), 
利用 (2.37), 对 应 分 量 相 加 ( 因 K= 4 为 偶数 ) 得 
мањ) =(1-1-111-1-111-1-111-1-11), 
利用 (2.38), 4818 
walg(x)-(1-1-111-1-11-111-1-111-1), 

又 如 ,由 wal, (x) 的 值 
wal,(x)=(1-1-11-111-!1), 
利用 (2.38) 定 得 (此 时 k= 5 为 奇数 ) wali) 为 
wal (x) = 人 (1 一 1 一 11 -111-11-1-11-111 - 1), 
我 们 把 用 递 推 关系 式 求 W 函数 的 方法 列 为 下 述 。 
已 知 жа (х), R wal, (х) 与 wala a G0 i 
(1) 把 wal,(x) 写 为 2" 维 向 量 形式 Oskar- 1), 
wal,(x) = (Wig Wa “Wi 2m) 


(2) 分 别 作 2 维 的 向 量 ， 
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(Wa Wa + Wiz 0 0-0), 
(00... 0 Wa Wa +з W,29-123 


(3) 当天 为 偶数 : (2) 的 分 量 相 加 得 wal, (x), HR 
watss, (X); 
当天 为 奇数 : 相 加 得 wal; О), THIS walk (x), 
2. = Жый бл W 函数 
设 k= Sk nr k.-0, x= $)х,27—,}ЩК-„х,Є (0,1), 
于 是 w 系 的 每 个 列 率 序 W 函数 可 规定 为 
x= 
маі, (х) = ( — 1) 4 Oen ° (2.39) 
用 & 与 x 的 二 进 表 示 的 函数 wol(x) (2.39) 实际 上 就 是 
Жа $2 中 所 定义 的 列 率 序 的 W ES — ВЕК, 事实 
上 ,出 习题 2.4， 知 
wal,(x) = IT o y, 
其 中 k^, =k Ck uu, Xd R 函数 的 二 进 表 示 (2.4) x 
@,(x) = (— уте, 
得 
wal o) = TE C- чу De, 


即 先 前 定义 的 W 阔 数 满足 (2.39) Ro 
关于 自然 序 的 WW Kwa) 的 每 个 函数 同样 也 可 以 用 
п 与 X 的 二 进 表示 。 设 
n= їп, X= $}х2”, 
»=0 r=! 
H n x,€(0, 1), WW 
ж, (х) = (~ pet (2.40) 
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《习题 2.18), 

可 以 用 (2.39) R (2.40) 绘制 W 函数 的 图 形 。 以 后 在 
讨论 有 限 W 变换 与 引进 Pp Ж W 函数 以 及 广义 W 88 S BE 
显 出 (2.40) 的 优点 。 

з. JB RE ERU W AN 


B n- Sur, х= x27, Wn х,Є{0, 0, BUE 
3E fa 3638 n 与 小 数 x(0<x<1) ЮБИ О 为 


пох = E nsa, с ва 
其 中 求 和 号 S 表示 连 伪 加 
W 函数 可 以 用 伪 乘 运算 表示 成 简洁 的 形式 
w(x) = ( — 1)"®*„ (2.42) 


这 是 因为 
(- уй" =ч E (- p tem 
利用 w,(x) ARER 〈2.42)， 可 以 方便 地 引入 p ЭУ 
函数 或 广义 W 函数 (后 者 详 见 第 六 章 S 1)。 
É р>2 为 正 整 数 。 数 xE[0,，1) 与 非 负 整数 表示 为 Pp 
进 制 数 
| х= хр”, x€I0, 1, зө, р- 1}, 


+ 
Jj 


n= Sa n.,C(0, 1, =, p- 1), 
Жн Ej x З пох Н (2 41 XE SL TR DIE n, 5 x, 38 
是 p 进 代码 ， 而 Ë 表示 对 (2.41) 的 和 取 模 p 计 算 GE p 2 


情形 即 为 连 伪 加 )。 
对 0<х<1, 我 们 定义 户 进 W 函数 为 
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Wn(X) = exp (E nex), n=0,1,-, (2.43) 

其 中 i= V=. 

ER, p=2 RJ (2.43) 即 为 (2.42)。 

特别 要 注意 的 是 , 当 p>2 Hj, p 3t W 函数 不 再 是 取 二 个 
值 的 实 函 数 ,而 是 取 p 个 值 的 复 值 函 数 。 若 令 

о = exp ( di ) 

Hj 34 xc[o, 1) Bj, м, (х) 分 别 取 1, о, o, ttt er! 共 p 个 
值 。 

Di 对 p=3, 求 三 进 W Ж w(x) (0<x<1), 

Ul S | 


п = S, х= $3. 
XP Tn-5,fn,-1,m-2, 于 是 | 
5x = Enna = 2x, +x (mod 3), 
因此 ， 
Ws(X) = exp (至 бо) = qox = ала, 
这 里 


根据 0<x<1 的 3 进 表 示 , 不 难 求 出 ws(x) EE: J EC 


{Р [5, =.) (I = 0, 1, +, 8) 
上 的 值 。 把 它们 列 在 表 2.4 中 。 | 
对 于 p=3， 三 进 W Ж (э„(х)}(р=3) Й 9 А-В 
值 列 在 表 2.5 中 。 


s 95 = 


ж 24 


Is 


x€ tt = | xi xd 
制 表示 : =2 x:=0| xim х=0 paci? 
x= (0; xix) i i ， 


2xi+x (mod3) 


wsCCx) 


p 33k W XOw,00) (п = 0, 1, …) 也 是 区 间 СО, D 上 的 完 
整 标 准 直 交 系 ， 并 且 具 有 类 似 于 本 章 $3 中 所 述 二 进 W 系 
00.0) 的 基本 性 质 。 例 如 ,关于 乘法 公式 ,有 

(1) Wr@n(X) = М(Х) (Хх), 

Gi) w,Q) w,GOD = и, (хФУ), 

Gii) w(x) w, (y) = w,(x@y), 

Gi), Gii H ESRA xy, xOy 为 (p 进 ) 有 理 数 以 外 恒 成 
立 。 另 外 , ЖЖ $ 4 一 5 的 一 些 性 质 与 定理 也 可 推广 到 了 进 情 
形 ， 这 里 不 一 一 详 述 了 ， 有 兴趣 的 读者 除 参 阅 第 六 章 8 1 外 ， 
还 可 参看 [7] 与 [19]。 

最 后 , 利用 第 一 章 $ 3 的 p 进 群 概念 , 类似 于 本 章 §3 末 
АКР p= 2 情形 ) 的 讨论 ， 可 以 把 区 间 CO, 1) 上 的 p 进 W 
函数 w(x) Ej p 进 群 G 上 的 某 个 特征 相对 应 ， 反 之 亦 然 。 也 
RÆ, CO, D Eñ p 3E Ж (w,G0) (п= 0, 1, 2, …) 等 
EF p HE G BRIER. 


§7 二 元 Walsh 函数 

通 迅 中 的 信号 往往 是 几 个 自 变量 的 函数 。 例 如 ， 黑 白 电 
视 信号 涉及 两 个 空间 变量 与 一 个 时 间 变 量 。 因 此 很 有 必要 非 
BE£ ж W 函数 。 多 元 W 函数 可 由 一 元 情形 加 以 拓 广 而 得 ， 
仅 需 在 记号 上 作 某 些 改变 。 

考虑 基本 区 域 为 正方 形 0x «1, 0<y<1。 如 果 从 列 率 
РЁ W 系 {wals(x)) 出 发 ,那么 定义 在 基本 区 域 上 的 二 元 W 系 
就 是 {wali(x) walj(y)} (k, j= 0, 1, ·.-), 固定 的 -~ 组 k， РД 
对 应 于 一 个 二 元 W Ж wal (х) маі Су). ЖН, 定义 在 单 
位 立方 体 0<х<1, 0<у<1, 0<:2<1 Eñ = z W 系 是 
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(wal,(x)waljyk(w)wali(z)) (k, j, 120, 1, 2, ++)» 
更 多 元 的 W 函数 照 此 类 推 。 
当然 ， 如 果 从 自然 序 W Ж (и (х) У 出发， 相应 地 可 定义 
基本 区 域 上 的 二 元 W 系 为 i 
(wOOwS.Q)) (n, m0, 1, 2, +), 
与 一 元 情形 一 样 ，{wals(x)》 walj(y)) 与 (ул, (х) wn(y)) 是 同 
一 个 函数 系 的 两 种 不 同 排序 而 已 。 在 工程 上 常常 采用 前 者 ， 
本 节 就 二 元 W X (маі, (х) wali(y)} 来 讨论 。 
由 于 waleo 与 waly(x) 都 是 以 1 为 周期 的 函数 ， 所 以 
二 元 函数 wals(x) waly) 也 能 延 拓 到 整个 二 维 平面 上 ,使 在 
整个 平面 上 是 两 个 变量 x、? 的 周期 函数 , 且 周 期 都 是 1, 
二 元 W Ж (жаі, (х) за, (0) ) 可 以 排 成 一 个 无 穷 陈 列 ， 
前 面 志 个 函数 是 
wale(x) walg(y) wali (x) wal, Cy) .walol(x) wal, ., (g) 
wal. (x) wali (g) wal, (x) wal, (g) --wal (x) waly- Су) 


wal, ,(x) wala (g) wal, (x) wat, (у) wal, 4G) wat, (y) 
其 前 面 16 个 函数 маһ(х) wal,(g) (0<k, 73) 的 图 形 如 图 
2.6 所 示 。 图 中 阴影 区 域 表示 函数 于 所 在 的 区 域 取 值 为 1 而 
白色 区 域 表示 函数 取 值 ~ 1, 
对 k= j= 0, walg(x) walo(y) = Í (0<cx, y<1), 所 以 它 
在 整个 基本 区 域 上 的 积分 等 于 1, 二 元 W 系 的 其 他 函数 既 取 
值 1 又 取 值 —1, 不 过 在 整个 区 域 上 的 积分 总 等 于 零 。 即 
[| eatcowat(o)axay= | 1, к= JEO L 20,1, --., 
0, 其 他 情形 ， 
这 个 事实 反映 在 图 形 上 ,walo(x)waloty) 在 整个 基本 区 域 上 
表示 为 阴影 状 , 而 其 他 前 W 函数 , 既 有 阴影 部 分 , 又 有 白色 部 
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tal, (t) wally) шої (у) wally) 


EN 
T 
T 


wal (2) 1/2 


ÍÓ o 


SSS 
есес L 


wals(z)1/2 


valy(z) 1/2 


过 — 
e 


E 


0 z—1,2 


= 


分 , 且 两 者 所 占 的 面积 相等 。 
由 于 每 个 二 元 W BR wali(x) waly) 实际 上 是 两 个 具 
有 独立 变量 的 一 元 函数 wal (x) 与 wally) 的 乘积 ， 所 以 二 
元 W 冰 数 的 一 些 性 质 可 完全 仿照 一 元 情形 而 推 得 。- 特 别 , 读 
考 可 自行 证 明 二 元 丈 Ж (wal,(x) wat, (y) ) 是 基本 区 域 上 的 
完 束 标准 这 交 系 ( 直 交 性 与 完整 性 的 定义 类 似 于 一 元 情形 , 只 
要 把 一 元 函数 改 为 二 元 函数 , 单 积 分 相应 改 为 重 积分 ,等 等 )。 
利用 这 个 特点 ， 我 们 也 可 考 岩 二 元 函数 fx，2) У Ж 

(wal (х) wal; C) 的 展开 。 
设 fos 30 在 整个 平面 上 是 两 个 变量 x, у 的 周期 函数 


(周期 为 1)， 且 在 基本 区 域 上 可 积 。 于 是 可 以 把 f(x, у) 按 W 
Ж (wal,(x) эаїСу)) 作 形 式 上 的 展开 
f(x, n~ Ў) a valo) wal,(y), (2.44) 
上 其 中 系数 au H 
lfi 
dij = |, fte у)маї, (х) маі; (у) dx dy (2.45) 
К, J= 0, 1, 2, Ut 
确定 。 我 们 称 (2.44) 中 的 级 数 为 fx，9) 的 二 元 W 级 数 ,出 


(2.45) 表 示 的 系数 au 称 为 1(x，9) 的 二 元 W Ж, А ао 


wal, (x) wal) (z) RA Fx, y) 的 平均 值 。 
多 重 W 级 数 的 收敛 性 等 问题 比较 复杂 , 这 就 给 多 元 W 分 
析 带 来 一 系列 的 课题 。 这 里 不 一 一 详 述 了 。 _ 
设 Sn(fy x, y) = S,(x, y) 表示 级 数 (2.44) 前 面 n? 项 之 
利 
S,(x, у) = A > a,wal,Cx) wali бу). 
类 似 于 一 元 情形 , 我 们 有 | | 
G) EIs у) ВЕЖБЕ Ox, у<1 КАЈ EX, 
则 除 一 个 二 维 零 测 度 点 集 以 外 , 有 
lim Sax, y) = f(x, y), (2.46) 
特别 ,关系 式 (2.46) 对 fx, у) 的 连续 点 成 立 。 
Gi) a,,—0 (k, joo), BB 


1 fi 
lim |, f(x, y)wal,G) wal;(y) dx dy = 0, 
Koo 、 
j= 


ай) E J, 9) 还 是 基本 区 域 上 的 平方 可 积 函 数 ， 则 
Parseval 公式 成 立 


|, | [х,у dx dy = 5) Sas (2.47 
9.0 =o f=0 . 
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公式 (2.47) 也 称 为 二 元 信号 1(x,y) 的 能 量 守恒 公式 。 

在 实际 应 用 中 ,所 考察 的 二 元 函数 f(x, v) 可 以 代表 黑白 
从 片 , 汉字 , 图 和 象 或 二 维 信 号 等 等 。 若 仅 考虑 黑白 两 色 ,， 那 么 
每 个 函数 f(x, у) 就 是 一 个 取 值 1 或 -1 的 二 值 函 数 。 尽管 
人 眼 对 黑白 反差 的 辨认 是 很 敏感 的 ,但 列 率 高 于 15 的 谐 波 对 
视觉 已 不 发 生 影响 。 通常 ,可 以 把 基本 区 域 等 分 成 N2(N = 2") 
个 小 格 , 而 每 个 小 格 代 表 f(x, у) 的 一 个 “点 ?”， 即 函数 在 每 个 
小 方 格 上 取 常 数值 。 因 为 每 个 wali《x)(0<k<2*-1) 在 区 间 
y/2"<<x< (y + 1)/2"(y = 0, 1,…, 2"-1) 上 取 常 数值 (参看 习 
BHL 2.7), 所 以 每 个 二 元 W KA маї, (х) wally) (0<К, j< 
2°— 1) 在 每 个 小 正方 形 ( 共 (29? 22 个 ) 

Ты: /[2"<<х < (р +1)/2°, u/2'«y« (n 1)/2", 
v, u= 0, 1, ... 
上 也 分 别 取 常 数值 。 注 意 到 f(x, V) 在 第 (y, н) 个 小 正方 形 
BRD ЕВИЯ ,于 是 


1r1 : j 
а= |, | fix, y) wals(x) wal;(y) ахау 


99-1 2951 p(s+1)/2" (u +1)/2%* 
= [ | f, маі, (х) wal;(y) dx dy 


=й 25-0 J»/2" й/2* 


э”—1 9"—] {»+1)/2*” (и+1ї)/2* 
-5 У „| мах) dxf waly(y)dy, 
p-0 4-0 9/2” H/m 


但 是 ,对 К, 7222" B], 上述 和 式 中 的 每 个 积分 为 零 (习题 2.10 
Gi). ЫҢ 
аы=®% (К,]:>2"°) 
Tft, ШЖ f(x, 9) 在 小 正方 形 
v/2*«x« Q + 1)/2", u/2^ y « (и + 1) /2", 
v. #=0,1, =, 2" 
上 到 常数 值 f。, 那么 f(x, v) 可 以 表示 成 W Ж 
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(wal,(x)wal;(w); 
中 前 面 (20* 个 函数 的 线性 组 合 


2 2"—1 ` 
(х,у) = 2 > a4, wal,(x) wal;(y), (2.48) 
其 中 


1 э”—1 29-1 


qu = ux D 22 Хь, (2.49) 


这 里 Ws win 分 别 表示 wal, (x) TE [v/2^, (v + 1)/2?), wal, (g) 
在 [Ck/2， (и+1)/2") 上 的 值 ， 从 而 乘积 w, wi, 3 2 R 3 
wal,(x) wal, (0) 在 小 正方 形 1,。 上 的 值 。 

利用 (2.48) 5 (2.49), 我 们 就 可 以 来 回答 引言 中 提出 
的 关于 汉字 “ 工 ” 的 表示 问题 了 。 

设 fos у) 是 一 个 汉字 “ 工 ”( 见 引言 中 的 图 )。 把 基本 区 
域 分 成 (23)?= 64 小 格 (相当 于 n=3 情形 )。 我 们 的 f(x, y) 
在 每 小 格 上 取 值 1 (以 黑色 表示 ) 或 取 -1( 以 白色 表示 ) 使 得 
在 整个 基本 区 域 上 呈现 一 “ 工 ” 字 。 {ж (2.48), f(x, 9) Ж 
示 式 

f(x, у) = > Жан wala(x) wal,(g), 

其 中 系数 ау 由 (2.49) 确定 ， 


1 1 
$2 A Wi, М, 


G= 
0<ск, /<7, 
虽然 f(x, y) 的 表示 式 中 共有 64 项 ,从 而 要 计算 64 个 系数 。 
木 过 稍 经 观察 ,所 函数 图 形 的 对 称 性 使 知 , 当 序 号 ,J 中 之 一 
为 奇数 时 , a = 0。 这 样 实际 上 只 需 计 算 k, J 都 是 偶数 的 情 
形 ,这 时 还 剩 下 16 个 系数 
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aoo 092 a04 @06 


а20 G22 а24 126 
040 42 ал І 46 
ago d62 264 а66 
经 计算 ,上 述 阵列 右 半 边 8 个 系数 全 为 零 , 左 半边 8 个 的 值 是 
а = 16 = 1 а = 48 _ 3 a = _ 18. _ 1 
W064 e 77.4 4?" A 47 
1 1 1 
G22 = S =T’ 240 = 16 = 4° Q42 = T ч? 
= 216.1 =.16 1 
80 764 4 64 4° 


从 而 
f(x, у) = (wat, (х) wala (g) + 3waly (x) wal;(9) 


— wal;(x) wal, (y) + wal; (x) маі (y) 
+ wali(x) wali (y) — wali (x) walz(y) 


— walg(x) wala (s) + wale (x) wal, (9) 


上 述 和 式 中 每 个 二 元 W 函数 的 图 形 正好 依次 是 引言 中 函数 
ибх, у) 的 图 形 (1=1, 2,…, 8)。 

计算 结果 经 检验 的 确 满足 Parseval 公式 (2.47), 借 此 
可 帮助 检查 计算 的 正确 性 。 


5] B 
1. ТАЖ FZ] W 函数 表示 为 好 函数 的 乘积 
Wio(X), Wios(X), Walo(x), walos(x), 
2， 把 题 1 中 的 函数 表示 为 工 函 数 的 乘积 。 
3， 试 作 wals(x), жах) 的 图 形 。 
4, WE Ё=(Ё (у-у К-(х-*" ko), Ё-,©40, 1}, 
С(Ёу=(К'су-л) K'-ar- min 
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=— — .— - - тау затнати PP eo PTT Yr eremi nas con осот ок n n 


Ж Кї Gray 码 。 求 证 


С -1 
d) wal,(x) = п Ге, (x) pa 
n 


N-1 
Gi) wal) = П Ти, 55 


其 中 0,0) 5 v,00 Zr Ud R i TES L 函数 。 

5. 试 证 关系 式 (2.10), (2.11) 5 (2.13), 

6. АЛЕН (2.9) ELB RRR {yn(X)} (29, 1) ÆA 1) 
上 的 标准 直 交 系 。 

7. ИЕ wal, (x) (4= 0, 1, ++, 27-1) ERARA 


[ Y 2 (v 20, 1, =, 2*—1) 


(94^ ^ дө 
取 常 数值 туь, ж] z1, 
8. 试 证 {#„(х)} Ж КЖ UAR ORE <l, y<, 


P 1 _ 1, Ж т=п, 
(i J mecnm ena = D men 


(H) p i(x)w,(Xx) "sos; 
(Hi) ю„(х)„(у) = w a xy), а. 0., nz0, 1, = 
(v) 在 (iD Z F, (w,00) 构成 一 可 换 群 。 
9. 试 证 等 式 | 
G) wal,(l1-x)=(-lwal,G) (| zl<l 除 有 限 个 点 外 ); 
Gi) wal, (2'x) = waly (x) (0s x«2-*, + REKS). 
10 试 证 
2N 
a) f] pade=0, 


N 
Gi) n wal(x)dx =0  (k,m»27, N a0, 1, =), 
0 
1. 计算 
[rats wa) as, n = 0, 1, tts 


12. ja -2"4 2" +. + 2" (n 9 ny >n, 20) DG) H Diri- 
chlet £i (2.25), 求证 
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D, (x) =w,(x) PL (x) 
《提示 ， 利 用 数学 归纳 法 。 先 验证 结论 对 x=1 成 立 ， 然 后 假设 对 一 切 
- n&2* 结论 成 立 , 再 去 证 明 对 2^ ne 2^ 结论 成 立 。 并 注意 关系 式 ,对 

1<k, 33 @,(x)D;,(x)y= D,,(x),) 
13， 证 明 等 式 

Caka E 2"@,(x), 0<x<2-" 
Ж Ye Í 0, 2-^«x «cl, 
14， 试 把 下 述 Дх), go REX W 级 数 


[PD РЫ 


n n 
i2) rs) am. ) 
1(x)| —1 ~i 1 1 1 1 —1 | -1 
0(х)| 1 一 ! 1 í 1 | 1 a 1 
m" ия 
f = [° 车 0<<x<1/2 
m W 展 式 。 


1-х, #1/2<x<1 


16. Ж Дх) = D epe 00 ЕВ и Б} W d, 试 证 
sU 129) = уб), 
17。 试 证 级 数 


Eon 
L$41 «q« + oo) ri ҖИ Foo Eg W Jš kB Ж ЗЕ PEE 
122» (о) 一 59m (о ) [->0 
Han 


(n, m2-oo), 


$20 (X) = 


x съм (х) 
车 g=1, 结论 又 如 何 ? 
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аа а SS it AH а жу тунку macho 


'), 求证 


Ug), x= (0;Xix,:- 


(CATET ASTE 


18. л 


5-1 


е 
š 
м 
L3 
E] 
e 
й! 
= 
! 
м 
H 
^^ 
e 
x 
Ф 
x 


的 一 元 W 函数 的 线性 组 合 来 合成 下 列 图 形 ，“L >， 


n 


19. 试用 适 


“п”, “F” 
o 


авахаа 
ЕМУ 0 
NL 
Cass eras 
NUNAN CN, 
ГКК 
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第 3 章 
有 限 Walsh 变换 


对 离散 信号 进行 Walsh 分 析 , 必须 用 到 有 限 Walsh 变换 
《简称 W 变换 )。 本 章 将 介绍 有 限 W 变换 的 基本 知识 ， 包 括 
W 函数 的 生成 .W 变换 与 道 变换 ,以 及 砚 变换 的 常用 的 一 种 
变形 ,有 限 Hadamard 变换 (简称 五 变换 ) .为 了 在 机 器 上 实际 
产生 出 W 函数 ， 还 须 讨 论 Walsh 矩阵 (简称 W 矩阵 ) 的 另 一 
种 变形 , 即 二 进 W 矩阵 。 


$1 W 遂 数 的 生成 


首先 给 出 尺 隐 数 的 向 量 表示 。 尺 函数 除了 用 第 二 章 81 
中 的 分 析 式 表示 外 ， 还 能 麦 为 二 进 向 量 的 形式 。 这 种 表示 法 
在 生成 W РАК. ВЕ МУ 和 矩阵 以 及 制作 WW 函数 发 生 器 等 课题 
中 都 要 用 到 。 通 常 示波器 中 的 方 波 波形 也 正 是 用 尺 通 数 的 向 
基 表 示 显 示 出 来 的 。 

为 方便 起 见 , 在 尺 系 中 添加 一 个 常数 1, 使 尽 系 成 为 {1， 
Vo(X)，91(X)，…}。 对 每 个 自然 数 n， 我 们 将 同时 给 出 n+ 1 
ЛЕЩ 1，90(X)，91(X)，…,，9,_1(x) 的 2" 维 向 量 表示 ,并 
分 别 用 Ко, Ri, Ro =s R, 来 记 它 们 。 具 体 方法 如 下 。 

EK LO 1) 等 分 为 2" 个 左 闲 有 开 的 子 区 间 ， 其 分 点 记 
为 Xa = 0, ху, +, Xan-1， 把 每 个 分 点 的 附 标 Kk 用 二 进 代码 表 
mo 

k= Кару Zl t Kk na) 2" Kk 2 ko, 
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Jtid 
К= (би bg sb), bye(0,1), k=0, 1, =, 27-1, (3.1) 
其 中 bu = Ку, /=1, 2, ++, n, Wig n+ 14-R ES A 89 — 
进 向 量 表示 为 
Rj= (Rio Rate Rye) J=0, 1,26 n, (3.2) 
这 里 Ryzml, К=0,1,2,.—.,2"—1; 
Ry=1-2by, .ј=1, 2, ^, nykz 0, 1,2, ».,$"—1„ 
因而 我 们 有 
Ra- l 7 = bu 0 时 ， 
-1, 当 bw=1 了 时。 
下 面 就 n= 3 的 情形 来 说 明 Ко. Кү, А, Кар Б Ж 
Жо 
把 区 间 CO, 1) 70528-8 + ZX Bl, 8 8 个 分 点 э, 
Xu e, Xie ВИПИВ ЗЕЕ 


(3.3) 


0=(0 0 0), 42(100), 
12(0 01), 5=(1 01), 
2=(0 10), 6= (110), 
3=(0 11), 7-(111), 


ЖШ (3.2) 5j (3.3) f. Ко, Ry, Кә, Rs 的 向 量 表示 式 
R=(1 1 1 1 1 1 1 1) 
R=(1 1 1 1-1-1-1-1), 
R=(1 1-1-1 1 1-1-1), 
R=(1 -1 1-1 1-1 1-1), 

作 图 时 , FLSEHELO, 15 EX fa] 4 2g 2° 等 分 ; R (= 0, 1, oniy 

每 个 分 量 Rjys 就 是 Ri 在 小 区 间 Cxe х1) 上 的 值 ， 8 = 0，1， 

ey W- C85 2.1), 

实际 上 , 可 按 下 面 步骤 同时 得 到 Ro Ri, ns Res 
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(3.4) 


1， 记 住 每 个 R = (Ер Ra: Riz), J = 0, 1, 5, ñ, 
是 2" 维 向 量 ， | 

2. R= (11 … 11), BE Ro 的 每 个 分 量 为 1 

(9. Ry =1, 2, =, n 的 分 量 之 中 有 一 半 为 1， 一 半 为 

一 1, 其 分 布 规律 如 下 ， 

Ryu 先 出 现 2"”! 个 1, 再 出 现 2 :个 一 1 

Ra 292 1.0 27? 4-— 1 相间 出 现 ， 

Rs; 2 个 1 与 2 个- 工 相间 出 现 ! 


Rsi: рту 2 个 1 与 2 个 -1 相间 出 现 s 
Ra 2"*=1 个 1 与 1 个 -1 相间 出 现 。 


不 难 验证 , 由 (3.2) 给 出 的 尺 系 的 表示 式 与 分 析 表 达 式 所 
定义 的 及 函数 是 一 致 的 ,只 是 前 者 多 了 一 个 常数 Ri。 事 实 上 ， 
Ж} п= 1，2，…; 当 把 区 间 分 为 2" 等 分 时 , 在 每 个 小 区 间 上 , в 
数 . 

@,- (x) = sgnLsin(2"zx)] 
依次 取 1, —1, +6, 1, 2 1, EF ^e, 53—Ji i, 由 (3.2) 知 

R, = (Rag Ra == Кел) = (1 — 20941 — 2bis ++ 1 ~ 2bz=_1,a)> 
而 这 里 ba, Бы, е, Dos 恰好 是 分 点 Xos Ху, o, Xo 的 附 
标的 二 进 代码 申 最 后 一 位 码 字 ， 它们 依次 是 0，1，0，1，…， 
0, 1, JE 2" Ф, Bt bl 

R,=(1 -1 1 =l << 1 -1) 
jé— 2° 维 向 量 , Ыр, 100) 完全 一 致 。 

应 当 指出 , 1E n + 1 ФЕ Ro, Ri ee В, 作为 一 个 整 
组 ,可 以 写 为 2* 维 向 量 , 但 对 于 正 整数 m, m >n, 它们 也 可 写 
成 2" 维 向 量 。 例 如 Rz, 当 n=2 时 为 R= (1 -1 1-1), 
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| U ENTRE V аселе гызда, воен tm ro t a sit ©, а 


但 对 n=3, 4 时 ,又 可 分 别 表示 为 
R,=(1 1 -1 -1 1 1-1 -1) 

5 | 
К,=(1111-1-1-1-11111-1-1-1-1), 
尽管 如 此 ， 由 民 函 数 向 量 表示 的 定义 易 知 ， 虽 然 Ri(j=0， 
1,…) 能 表示 为 不 同 维 数 的 向 量 , 但 R, 3E CO, 1) 区 间 上 改 号 

次 数 仍 为 2! 一 1, 与 表示 方式 无 关 。 

有 了 RR 了 画 数 的 向 量 表示 后 ， 便 可 得 到 W 函数 的 向量 下 
示 , 因为 W 函数 是 某 些 民 函 数 的 直 积 。 

任意 两 个 n 维 向 量 

х= (Xi Xa X), Y= (W) Уз v Yna) 
的 直 积 定义 为 向 量 xy. 
xy = (ху. Жуз … Ve 

利用 首 n+1 个 RR 函数 的 直 积 可 以 产生 首 2? 个 W 函数 ， 
得 到 的 是 这 些 函 数 的 向 量 表示 。 

设 Ко, Ris +, Ra HE n + 1 Ер, $ wale = Re, A 
后 作 Ri, c. Е, 的 所 有 可 能 的 直 积 ， 按 照 每 个 这 样 的 直 积 在 
[0, 1) 上 改 号 次 数 的 大 小 顺序 依次 排列 ， 佼 后 一 直 积 的 改 呈 
数 比 前 一 直 积 多 一 次 ， 于 是 便 得 到 首 27 4 W 函数 ，walo， 
wal, +, wab,.,. 这 里 的 记号 wali ( j= 0, 1, +, 2- 14% 
3x ЩЖ wal (х) C58 — 3€ $ 2) By 2" 维 向 量 表示 。 

Bjun-3Hl, W on+1=4 ARE Re, Ri, Rz, Ra 如 
(3.4) 所 给 出 的 那样 。 令 wah = Ко, Ru Ra, Ro 的 所 有 可 能 
的 直 积 为 


Ris Rz, Ез 3t с 个 ， 
R,R;, RIR;, R;Rs; | dt сё 个 ， 
R R;R; | 3t cá 个 。 
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ЭРЕР 1+с%&+с$+сф = (1+ 1)#=2% AW 函数 ， 次 序 
是 按照 它们 在 [0, 1) 上 改变 符号 的 递增 次 序 排列 的 ， 
walo=Ro=(11111111), 
wal-R,2(1111-1-1-1-1), 
wal-R,R;-(11 -1-1-1-11 1), 
wal,"R;-(11 -1 -111-1 -1), 
wal, = RaR = (1 -1-111-1-11), 
ма = RiRsRs= (1 -1 -1 1 -111 -1), 
wals= RiRs= (1 -11 -1 -11 -1 1), 
ма = Ra= (1-11-11 -1 1 -1), 
TA wal Æ L0, D 上 的 改 号 次 数 恰 好 是 K (k= 0, 1, 
7), 
—Жн, НЕ п+141- К Ro, Ri, ++, R, 生成 WW A 
ЖН, 其 个 数 是 
l+cl+cf+ o + ся св (1+ 1)" = 2, 
得 到 所 有 可 能 的 直 积 后 ,排列 次 序 可 由 天 的 Gray 码 来 提供 。 
设 0<k< >, 5 
= kay 271 Kay 2524. tk. 21 tko 20, 
于 是 与 它 的 Gray 码 G(k) 分 别 表 示 为 | 


k= (X 1) k 2-2) trt k.i ko), (3.5) 
G(k) = (Калу we у К ki), (3.6) 
其 中 k =k_ k (у, J = 0, 1, - E n- i, k_, = 0, 
第 Kk 个 WW ЖВНЕ 
wal,- R RÉ ain- REM cn СЕЗЕ, (3.7) 


ЖОЙ, щу 0 BP, АЧ =R, 这 种 Ri 不 出 现在 直 
积 式 中 。 
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EW 函数 的 定义 (第 二 章 $2) 并 参照 习题 2.4， 我 们 有 
W 函数 的 分 析 表 示 式 


n—1 кез 
wal(x) = [T [9,001 


= Се, T Ee,2001 7" -EevQO1", (3.8) 
TRIR e. (x), 9.200, ++, p (X) BJ ERE RA A Reo 
R,。1，…，Ri。 这 正 表 明 由 天 的 Gray 码 G (k) 提供 的 W 函数 
的 直 积 形式 (3.7) 与 W 函数 的 分 析 表 示 式 (3 .8) 是 一 致 的 。 

这 样 , 求 向 量 表示 wal, 的 步 又 如 下 ， 
1， 对 于 k, 找 出 适当 的 n, 满足 

Эк 2 
2. fü k EREN ҖЕ 

k= Qe up k qun cs ka ko)s 
3. жщ k W Gray 码 
G(k) = (ka kho бе KL Kg 

4. ШС) 便 可 写 出 


, ГА , ГА 
k ~en- Е (в-а. k k 
walk = Re "" R St R R, °; 


D 据 直 积 形 式 , 求 wali, 
UR] 2:<11<24, 故 取 n=4。 
由 11=(1 011) GO1)=(1 11 0), 4 wal; = ReRsRa。 
把 R4, Ез, R, XR 24 = 16 维 向 量 ， 
Ri=(1-11-11-11-11-11-1l1-11l-1, 
Rs=(11-1-111-1-111-1-111-1-1), 
R.=(1111-1-1-1-11111-1-1-1-1)5, 


取 直 积 便 得 
wali = (1-1-11-111-11-1-11-111-1), 


它 的 图 形 见 图 3.1。 
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在 第 二 章 83 中 关于 W 函数 的 性 质 7* 表明 , wal GO) 在 
Со, 1) 上 的 改 号 次 数 为 k, 这 就 保证 了 用 (3.8) 给 出 的 wali(x) 
是 按照 它们 在 ГО ,1 上 改 号 的 递增 次 序 排 列 的 。 我 们 还 可 以 
用 归纳 法 直接 证 明 ，(3 .7) 中 所 表示 前 wal, 在 [0, 1) 上 的 改 
号 次 数 为 K。 为 此 .首先 注意 下 面 两 个 明显 的 性 质 ， 
G) wal, 满足 公式 | 
wal, wal? , * wal, 1. 
К= 28-1, 2714-1, se, 27-1, s=1, 2, >, ne 
(3.9) 
XH R; = walu- /=0, 1, e, n, 上 式 可 改写 为 
wali = R,-wala. i 
k-2:71, 27141, .., 2— 1, 521,09, 66,8 
(3.10) 
Gi) К, 与 某 个 改 号 mw 次 的 向 量 的 直 积 , 是 一 个 改 号 次 数 
为 -1-m 的 向 量 。 
为 了 证 明 wol, 的 改 号 次 数 是 k， 把 由 Ro Ri =o, R, E 
成 的 2-1 个 W 函数 排列 如 下 。 
walo 


wal 1 
Маїзе т.а 
wat 2а-1_2 


Ia1as- 1 


е 113 >. 


rr 


其 中 有 = 8-1, 27714 1, ee, 271, s= 1, 2, 0, n, 相应 地 , 序 
$ 28-1-2011, 271-2, 56,1, 0, 

从 上 面 排列 可 见 , 它 们 以 中 心虚 线 为 轴 , 分 为 上 、 下 两 部 
分 ,而 且 下 面 一 半 的 wal,(k = 2171, 2771 c1, -, 2: 一 1) 与 上 一 
ÆR wala -li 满足 关系 


wal, = R,-wal; 4.4, k= 271, 271+1, ee, 2-1, (3.11) 


3 s=1 BF, ЕЖЕЛИ A 
wal 2(1 1) 


wal -(1 -1), 


walo, wal, 的 改 号 次 数 分 别 为 0 与 1， 故 我 们 的 命题 对 s=1 


成 立 。 

设 命题 对 s 一 1 成 立 , 即 walo, wali, +t, wal a, 的 改 号 
次 数 分 别 为 0 1, e, 251-1, 它们 恰 居 上 述 排列 的 上 面 一 
半 , 则 由 (3.11), 知 排列 的 下 一 半 ма, = Rar аі уь, 于 是 由 
性 质 GD 立即 得 到 下 一 半 函 数 Wala- wala, +, Wala, 
的 改 号 次 数 为 2，2 1+1，…， 2—1, 故 命题 对 s 也 成 立 。 

最 后 ,讨论 生成 本 函数 的 其 他 两 种 方法 ，Swich 方法 BE 
与 Peterson 方法 061。 这 两 种 方法 的 特点 是 ， 不 需 借 助 任何 
其 他 函数 而 能 直接 写 出 毛 要 求 揭 某 一 个 W 函数 , ВНЕ T 
数字 滤波 中 应 用 。 

Swich 方法 是 利用 天 的 二 进 代码 (3.5), 对 称 地 确定 wal, 
的 图 形 , 故 也 称 对 称 法 。 | 

此 法 分 两 步 。 设 k= (k_s-D Kk. (u.2) e ka ko) 

第 一 步 ” 当 xEL0,1/2") 时 ,规定 ма, = 1, 

第 二 步 当 xEL0,1/277D 时 , J2n, n-i, +, 1, 

Ë kai, BUG wal, Æ C0, 1/217 E H ЖРА 


А114, 


—- pu 


-t 


h 


x= 1/2, EAW КЕЈ, 

GRE ka-p = 0 ВЕ wal, 在 [0， 1/2% 上 的 什 关 于 点 х= 
V? 是 得 对 称 的 。 

НАВЕДЕ BU] w i. Жн 限 个 点 ( 函数 改 号 点 》 
外 ， 与 第 二 章 82 中 定义 的 walit) 一 致 。 着 适当 修改 由 对 蒜 
法 得 到 的 W 函数 在 改 号 点 处 的 函数 值 , 使 生成 的 函数 为 右 连 
续 , 那么 可 以 证 明 对 称 法 产生 的 函数 与 wal (OO) 完全 一 致 ,为 
此 ， 我 们 只 须 证 明 由 (2.12) 定义 的 маіх) 在 区 间 [0, D E 
除 有 限 个 点 以 外 确实 具有 对 称 法 的 二 个 步 又 中 所 述 的 性 质 。 

由 习题 2.4 知 , (2.12) 式 可 改写 为 ， 


wal,(x) = H [91.00 169-9, (3.12y 


Hh v. боз 西数 (参看 (2 DA. 不 难看 出 LEXCHTY 
述 性 质 ， 
当 xe(0, 1/2171), x 二 1/2', E21, 2, y n 时 ,有 


Wi- (= i7 х)= vi- 100), #l>j (3.13) 


а(х) -Vinx)， 著 1= 户 (3.14) 
v(x) = 1, Lors (3.15). 
Жр j= 1, 2, s Ro 
эллин, EKE C0, 1/24- DE, п AAR yo (x), 
M) es W. (X) 中 ， 只 有 一 个 函数 Wj-1(x) 关于 区 间 (0, 
1/22- Dir х= 1/2! 是 奇 对 称 的 ， 其 余 的 函数 都 是 偶 对 
称 的 ( 除 有 限 个 点 外 )。 0 
T. ЖК. д-р 0, WG. 12) 右 边 的 乘积 中 不 出 现 亲子 
六 -1(Xx)， 由 (8.13) 与 (3.15) 知 此 乘积 中 其 余 因 子 关于 点 <= 
1/2! 都 是 偶 对 称 的 , PAP REP EB HI wal, Go) 在 上 0 1/277) 


libe ^ 


oae ets Hbri sagas ЭМ gn rtt mem Pm mns nn 


”上 关于 х= 1/2! 是 偶 对 称 的 。 而 若 k-d-b= 1, (3.12) 的 乘积 中 
ЖЕ ЕҢ Ж - V1 00, [XE (3 14) BI] v4.1 (X) 36 (0, 1/217) 
上 关于 1/2 是 奇 对 称 的 ， 故 wal GO Æ L0, 1/27 EXT 
x=1/2! 是 奇 对 称 的 。 最 后 , 当 Kc 2 时 ,显然 waf(x) 在 区 间 
[0, 1/2*) 上 取 常 值 1。 这 就 是 所 要 证 明 的 
”用 对 称 法 可 以 简捷 地 单独 作出 任 一 个 walx) 的 图 形 ,并 

B5 k 很 大 时 , 比 用 直 积 法 作 图 要 方便 得 多 。 

BI 利用 对 称 法 作 wali 的 图 形 。 

因 2<11<24 у n= 4, 注意 到 11=(1 011), 据 所 
述 方法 可 列表 表示 wala 的 生成 过 程 ， 


ж 3.1 
疗 号 к 的 范 m 
© k=lt=(1011) SHAR | | 09 Тай, 1/4) |г1/4, 1/2) | m 1) 
К-з=1 ГГТ 1 -1 


6 


вж i-i -ii 
LE 121-11; -111-1. 
ялж 1-1-11—111-1] 1-1—11—111-1 


图 3.1 (Ed wali 的 产生 过 程 。 故 有 .. 
wal 2(1-1-11-111-11-1-11-111-1), 
Peterson 方法 是 利用 大 的 Gray 码 (3.6) 来 生成 wal; 
设 k= aon Ее on Е а), 
G(k) = (hue kla- 5 kEi kh), 
35 хЄ[0, 1/2") B], Ж маі, = 1, | 
34 xe 1/25, 1/2!) B, Б wali 的 值 等 于 它 在 Lo, зу 


ERA DI uo, јап п-1, 56,1, B 


"o 241165 


01/161/8 1⁄8 1 2 _ 1 
图 3.1 


wal,(x 1/25) = (—1) """wál,(x), хє[0,1/2'у„ (3.16) 
关于 Peterson 方法 正确 性 的 证 明 留 给 读者 。 
例 2 利用 Peterson 方法 作出 wal 的 图 形 。 
H1l1=(1011) G(1=(1110)4 
kla 2k mk -1, Ky= 0, 


列表 表示 walu 的 生成 过 程 ， 


Gk 32 


x № ж B 
(0, 1/16)1с1/16, 1/8у/(1/8,1/4у[1/4,1/2)] C1/2.1). 
T T : 


: —11 


| БЕТТЕ 
Ри р i 
SEFE 


TA ПЕ) БЕЛ | 
wal,-2(1—1-11-111-11-1-11-111—-1), 
仿照 图 3.1, 也 可 作出 由 Gray 码 关 系 产生 wal 的 过 程 ， 


А 3.2. 


` n (0, 1/16) 中 的 

0 1/16 vals | 
- 3/16 1/8 [1/16, 1/8) 

0 中 的 salig 

1/8 (1⁄8, 1⁄4y— 
0 1⁄4 中 的 waler 
(1⁄4, 1/2) 
0 т 1/2. . - абу wahe 


. ' [1/2, 1) 
.. 1⁄2 1 中 的 шай 


CLE-LEBL ELE <. 


CLAUD DLL 
5 7 за 
$2 W Жж F 


在 本 章 $3 中 将 要 讨论 离散 W 变换 ， 由 于 这 种 变换 通常 
通过 W 矩阵 表示 , 故 本 节 先 讨论 W s BE, | 

Ў №2", 把 walo, wal, +, waly i 的 2 维 向 量 表示 

1 
顺 次 放 在 矩阵 的 各 行 中 , 便 得 到 一 个 N x 2" 阶 矩阵 , ЖУ W 
АЕН. 简称 W E, AIW 
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1 


` май Y Ме Мр t Wei | 
wal, | w Wi ° лор | 
[W1- . : 1 |= 10 и 1,29-1 (3.18) 
四 i wes ooo... дое 000 его обе тоз 0044542 ете 


wals-i | , L WN-1,0 WN-1,1 ө Ww 152221 


34 N = 2" ff, [W] 就 成 为 一 个 2 阶 方 阵 , 记 为 [Ws] 


walg 
(Wa = wal, 


Walon; 


Woo ` Wo; tt М0, 291 
w w .. Wim 
= 10 11 1525-1 e (3.19) 


L Wei Wen-lsl °° Wos isz». J. 
例如 wal, wal;, +, wals BT É frd BE 
-1 1 1 1 1 1 1 1- 
1 1 1 1-1-1-1-1 
1 1-1-1-1-1 1 1 
1 1-1-1 1 1-1-1 
1-1-1 1 1-1.-1 1 
.1-1-1. 1-1 1 1 -i 
为 6x Bus. X WJ N = 2° 时 ， 所 得 W 矩阵 为 4 их 
Ё, 


[W]= 


1 1 1.1 
_ 1 1-1-1 | 
[Wels срср 1 |° 
1-1 1-t 
在 离散 W 变换 中 大 多 用 方 阵 CWn], 它们 具有 如 下 基本 
性 质 。 
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` swan aya PAART = 
aa men a F 


性 质 1。 [多 ] 中 的 每 个 元 素 wa 代表 wal Gon 在 小 区 间 
[L /2", (J +1027) БИЕ, | 
事实 上 ,第 个 W 函数 
wals = (Wo Wa, °° Мон 1) (к= 0, 1, , N-1) 
АЖЕ CW] 中 的 第 天 行 , 即 wal, B (27 EER, 而 其 分 
E wy 正 是 wal (x) ЕЛМЕС ЕЈС 7/27, CJ + TD/29 上 的 值 C7= 0, 
1, = 2-1). BUT wao) 在 每 个 这 样 的 小 区 间 上 是 常数 ， 
故 可 把 wa 看 成 а, (х) ТЕГ 7/2", (7 二 1)/2") 中 任 一 点 的 值 。 
性 质 2° - 方 阵 [W,1 是 直 交 方 阵 。 
”证 由 W 函数 的 直 交 性 知 O 
f wat, (x) wal; (x)dx = 位 к=}, 
Те UU 0, вав, 
因 wals(x) 在 [0，1) 上 为 阶梯 函数 , 据 性 质 D, 积分 、 


` 1 d 20-1 . 
| wal,(x) wal, (x) dx = © wy: wg: E 
o ñ 1-0 ` 2" 


(3.20) 


这 里 (wal, wal) 表示 向 量 wal, (Wo Wig … Wize-i) 与 
wal, (wg Wy > Wæ- DAIRE, H (3.20), 这 个 内 积 当 
5 = 了 时 为 2"， 而 当 大 过 7 时 为 0。 央 此 方 阵 [Wz] 中 任意 两 
个 不 同 的 行 向 量 的 内 积 为 0, 故 CW] 为 直 交 方 阵 。 ` 

性 质 3” FLW] ENAA. ME CWT 表示 
FWa] 的 转 置 方 阵 , 则 有 ір. 

DW]? =T WJ, 

证 [Wol-Onp, k, =0, 1, o, 2-1, 
只 人 须 证 明 .ww = wa 就 够 了 。 I S 

设 к= uk c К ko), 
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Jj = G-o-9 a-g Ja Й)» 
ij k Ë Gray 码 为 
G(k) = (klp KL i КЫЮ), 
HRK =k ku- 651,2, nV 
由 人 性 质 1"， 并 利用 《3.8)，wu 有 表示 式 


Wa = =wal;(;/2% = ге. 17/22] v-a- n, 


4 Ј/2" =0.0,02 02m, 由 ТЕТ ГҮ 
ф,1СЈ/2%) = (~ 1)^, 
注意 到 J 的 二 进 表 示 , 知 9 对 应 于 Jj-(,-n, 于 是 
w= Stc Dtm» can denm 
2 dm KBs- ) 


Н су 。 ^^ 48.21) 
现在 我 们 约定 K-,= 0， J -47 0, ДЇ 


2 k-en- (4.404. an) - 


ма = = (—1) !“ 
x (k-a-Dj-Ibk-a-1 f аавд 
= (— 1) 1 
$ (k- s)- cn a Pk- aj-m-o-2») 
= (— 1) s=" 
x (Jaineoa ka Bn Dkm) > 
= (— 1) azl "M 
D š 1-2) - 2 OR i25) 
= (— 1) 3 , (3.22) 


从 而 ww = wn, 性 质 3° 证 毕 。 
性 质 4° ССИ a] = 2*[ 11, 
жа гг] Jë 2" 阶 单位 方 阵 。 
证 ”由 性 质 3" 知 [WJ =W], 0 
e 121 * 


20-1 
CW ICW] = CWn CWn] [ > wuwu |, 
Mk= В. T WhWig = x Wh Wh = à wi, = 2", 


ЭМ k =e j Bf, S Wai Wig = 0, 


2" о 1]. 
й. [Wel [W=] 7 [TU 
0 ? í 
证 毕 。 
$3 # BW 3 Ж 


在 Fourier 变换 的 理论 中 . 对 函数 1E Lt, 1<4<оо, 定 
Í (к) = эр| pedu, k=0, tl, £2,- 
为 了 的 有 限 Fourier 变 式 。 对 于 Walsh 分 析 ， 也 可 类 似 地 讨 
论 函 数 JE Lla, 1<q=<co 的 有 限 W 变 式 。 
首先 考虑 函数 空间 Lono EWER W 变 式 。 
设 JGLroane 了 的 有 限 W 变 式 是 定义 在 非 负 整 数 集 了 = 
{0, 1, 2, °. Еву, 
f^» = Í’ fGo GO dx. КР, (3.23) 


其 中 P RHAN W 函数 。 TEE 

就 是 说 , f 的 有 限 WER 1^ 是 一 个 序列 плю}, 其 中 
第 k 个 元 是 f 的 第 k 个 Walsh-Fourier 系数 《简称 W Ж 
Ж) ` 2; . N 
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这 变 式 有 如 下 基本 性 质 ， 
定理 1 设 JE Lic» 则 有 
G) [/(хФВ)1^ (К) = мА) (k), 0<8<1, КЄР, 
Gi) [w;GO fi) j^ G) = АКФ), jJ KEP, 
(їп) limf^(k) = 
коо 
Gv) [f(x)JA Ck) = f^(k), 
(v) f^(k) -0, КЄР, H| у(х) = 0 (а.е. ), 
(vD ко Л = оо ја, вер, 


证 明 可 由 定义 并 参考 第 二 章 84 定理 2 与 定理 4 而 得 。 

众所周知 , ORAR W 变换 的 时 移 性 质 ; (让 ) 是 频 延 性 
Fi, (iii) 是 Riemann-Lebesgue 引 理 ; (iv) А3 ЯНЕ 
式 !(v) 是 唯一 性 。 值得 注意 的 是 (vi, 它 表明 有 限 W 变换 实 
现 了 空间 Lou 到 有 界 数 列 空间 好 = { (о) ‘sup |а|-< + со} 
的 一 个 线性 变换 , 并 且 范 数 非 增 。 , 

为 考虑 W 变换 进一步 的 性 质 ， RIIASSA MN BE 
Ж, 

f 9 €Lioa» ктан 1 8 g TT TT 
BR, | 

GANE) = f f(xODg(dt, x€E0, 1), (3.24) 


由 于 在 二 进 情形 下 , Ө 与 日 为 同一 运算 ,故人 9 的 一 进展 形 
的 逻辑 卷 积 也 可 写成 


(f&g)(x) = f re@Dg(Ddr, | (3.25) 
本 节 就 二 进 情形 进行 讨论 。(p>2 参看 第 四 章 $7。) 
ЮК, Ж ҢА ИНА. 


` e. GOR a) = GD. (3.26) 


只 要 在 积分 (3.25) 4E— BE v 30 305 165] A8 В 

a $45]38 D. 
. EX? Ec f, gC Lis MI 

(i) [ef + Bg1^ (k) = aj^(k) + Bg^(k), КЄР, a, B 为 常 
数 ; 

Gi) fg € Lio, В. Cf60g ]^ (k) =]^ (02^ (k), КЄР, 

证 HEX BIO. STD, 由 卷 积 的 定义 与 Fubini. 
定理 ,有 


free ctas f] [мотоа dx 
Je . 0130 - | 
|o fiu О, 
«афо larax 

| КУ | P. | 2 ` 
«foo raf recep jax 


= [ghi Ml 
UEI) ELi. iH 


[/&g]^() = f f [1 огош} 
E golf (oDd 
B ОЛ, 


ШЕ, оона О 


w f^ (k)g^ (R), 
如 果 在 Lon 中 以 卷 积 四 作为 其 元 素 之 间 的 运算 ， 则 
Li) 构成 一 个 Banach 代数 。 
HFL DEG 次 筹 上 可 积 玖 数 全 体 组 成 的 血 数 空间 


» 121 


ыз оо еаресе), 
ARW 变 式 的 定义 仍 采 用 (3.23)。 i 1<4<2， 可 以 证 明 ， 
有 限 W 变换 实现 了 Loo (2 + r= natas, я 


ВЗР, - 
«а (3.27) 


AU" 是 数列 空间 。 I” (09: 33 [ај <s), 而 a= (a) 


ew йа}. = X lary, 
34 q=2 时 , (3.27) AH ^1, = flas Вр Parseval 公式 ， 
> рч = P1160 Гая, 


还 可 以 得 到 关于 有 限 W 变换 的 反 演 公式 等 结果 , 在 此 不 
再 介绍 。 读 者 可 参看 [6]。 

下 面 讨论 在 离散 情形 下 的 有 限 W 变换 。 在 工程 技术 上 
采用 的 有 限 W 变换 是 列 率 序 的 ， 


a= fermes. О (3.28) 


EEAO, j-0,1, s, N。 要 对 它 进行 W ЖЮ. 
就 得 先 把 (3.28) 离 散 化 ， 用 一 个 积分 和 和 近似 地 代 逢 (3.28?， 丰 
“一定 的 精度 范围 内 进行 计算 。 - 

设 在 区 间 [0, 1) 上 给 出 信号 f(x), 我 们 考虑 它 在 诸 区 间 
L /z", (Jj * 1/2) ER ЖИН I, j=0, 1, en 2-1, 
车 把 f(x) dk LJ//2, Q * 1/29 上 的 值 用 它 的 采样 值 方 代 
ж, JU f(x) BJ W Жа, ИИ 
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e, f f wal, Go dx P: f wal, J/ 29) 3 
9 j-0 


20-1 


85 > fius 
为 方便 起 见 , 略 去 常数 因子 1/2", 而 称 
ар 二 bi РМ k= 0, 1, uu 2* — 1, (8.29) 
$20 . 
为 离散 信号 fos fis t, f^i 的 有 限 w 变换 。 
把 ae, ais ees Gani 排 成 一 个 列 阿 量 
[ o 


ai 


| 025.1 
显然 它 可 以 下 向量 
f 
f= fi 
fai 
ER W ДЕРЕ CW] 而 得 到 
a z[WiJf. 
一 般 地 , 对 向 量 
. X9 
xz| № 
X251 
定义 它 的 有 限 W 变换 为 
Г Woo Wor Уйо,2» _1 x 
[ W, x = Wio Wa e Wize- ` | (3.30) 


W2n-1,0 Ма р, t Wis i, 20-1 JL Хон 


i ГИ» ]x = У. У 为 2" 维 列 向 量 ， 其 分 量 是 
y= S) wap k= 0, 1, tr, 27-1, 
1=0 
”由 第 三 章 $2 中 WW 矩阵 的 性 质 4°, 知 2-"[W2。]7 ECW] 


的 北方 阵 。 但 由 性 质 3°, 
LW. Jr =], 


因此 (EW)! = Was 2 
从 而 由 式 СИ] = у ^ 
可 “ 解 出 ”x， 

| x-DWel',-—DWilw. 3.31) 


据 此 , 称 = 为 向 量 у Ий W 变换 , 它 与 原 变换 具有 同样 
的 矩阵 表示 ， 只 是 相差 一 常数 因子 。 革 用 Т» 表 孙 有 限 W 变 
换 的 方 阵 , 则 Tr NER, Г: с. г ^ 


тї = = Т», 
并 且 有 变换 公式 及 反 演 公 式 т 
Y= T >x, | 00005 (3292) 
| =Т= ` (3:83) 
a 
pl 设 有 某 一 信号 的 - .组 采样 值 ， 
xa = 0.0000, . xı = 0.1002, 
` x2= 0.2013, хз = 0.3045, 
ха = 0.4108, X57 0.5211, 
= 0.6367, xa = 0.7586, 
BOR ETIS FI W 变换 。 | 


UR) 采样 序列 是 八 个 分 量 的 向 量 ， 因 而 取 n=3， 作 
CW ] = ГИ]: 


Mm 


9987 0 ~ 


| 
| 
i 


$8c0'0 


9800'0 — 


9FI0:0 


0698 '0 — 


8150 `0 


getea T- 


_$666`°@ 


4 


| 9851'0 — ¿9890 + 1126 '0 — 8017 `0 +SF0S`0 —£10z/0-F 0010 -—0000°0 
98940 + /969`0—1168°0-+80Т1Р°0 —SF08'0 — €TOZ'0 + 2001 `0 —0000'0 


| 988170 — £959 0 + TTC 0 -- 90150 -S080 +ET02'0 — z001'0 —000070- 
9891'0-- L989°0 ~ ITZ6:0.— 8017 `0 + SPO£ ^ Q--€T0Z'0 — 20010 — 000070 
98920 — 19690 – 1129'0 +8017 `0 + 9p08'0 — £102 ^0 — 2001`0 +00000 

| 9894'0-- 29690 TI260 — 8010 — 97080 — £TOG^ 0 — 2001'0-- 000070 
986470 — 19:90 – ITZS0 – 8010 — 970 0+ 10@`0+@001`0 + 000070 

_ эвол 0+ 2989-0 + TIZS"0-€ BOTHO + SPOE O+ E102-0-* 20010 + 00000 | 


Г gesz0 ` 


4969`0 
1129°0 
801Р`0 
Sr0t^0 
8T02 "0 
200170 
0000°0 


| 
| 


| 


| I- T 


I- B I- T I- 
I I-I I- I< I I- 
I- 1 T I-I I- I- 
I I- I- P I I- I- 
I- I- T T I- I- I 
I т I-TI- I- I-I 
t- I- I- I-I I I 
тт т то YD OD [I 


w w moni c w үч тч 


s 


EE] 


e 1285 


1641`2 
9706 "I 
8869°1 
Ye | 
p 98871. 
аздт |. 


1480°Т 
1888 0 | 


"16218 = 6 
*£9££' T= 


et12$ » 


=ч 

— 

I 

t 

! 

=ч 

=ч 

-~ 

I 

т 

Ии 

"o m w— w w of — ы 

тч 106 


LI TI T T I 1 T 


. AU T A Dux E г] 
‘9706 T = Á sgob [= 97 HOSTA ` 
CSLUTTUR — "Dum)TI-V “I888'0 =ñ 

Жү Өй A Dx НГЕ 0 Z W 


! 
i 
I 


£680'0 — £F140- 


- | syT0'0 TPTT`O 
Е 4100:0— | | 6700 - 
| ‚| $4000 | | t89070 g. 
вт igi- |1 
8920-0 . | | TOfz^0- | : 
s 6198 .0 — S187 — 
| / Í gger't 6899 IT 


2621°2 ^ 906°T+GS860'I-P609'1+898e'1-Ze2l'I+I220'I- 188870 7 
1621'2 + 9706°1—5869°1+ P60S T — E986 1 — 29/1'1 + 1420" T,- 1888 70 
1621'2 — 9006°1+ 9869 + P608" T – €96€ 1 292771 ~ 1220 T — 199970 
162172 + 9506" 1— 9869" T ~ 9606 T £98 LH 2911 - I420 1 - 188970. |g 
L62l'Z -9506'1— 9869' T-- 9609 T-- £e T - CG/U T T2207 T+ Tggg 0 |T 
L6ZT'Z + 9p06 T + S869 T— 6087 T- £986 T -ZST T — T4207 T-- T8880 
1621`2 ~ 9V06'1—9869' T — Y609 T — £988 T 29/11 + T4207 T 18880 
162172 + 9Р06'1 +98691 + 7609 '1 + 69 TL CGZU T+ T4207 I+ 88970 


' \ 
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AR W 变换 中 只 包含 加 法 与 减法 运算 ; py we ue Р ЛЕ. 
来 得 简单 * 特别 ， 变换 与 道 变换 窍 阵 只 相差 因子 1/2", 因而 给 
应 用 带 来 访 便 。 在 上 述 例 子 中 , 求 W. ERS ERRER 
矩阵 乘法 , 施行 加 、 减 运算 的 总 次 数 为 N? = 8-64, HERT 
将 设计 快速 算法 会 减少 运算 次 数 , 对 和 N 很 大 时 将 大 大 减少 计 
RH. 

R ARW 变换 算 子 Т» 是 线性 算 子 ， 

Т» (ах + Ву) = aTyx + BTy y, 
”这 里 oa, ВУЖ, х, у 为 ,2 维 向 量 。 


$4 Hadamard 和 矩阵 与 Hadamard 变换 


对 向 量 作 有 限 W 变 换 时 要 计算 LW oe oe, BW 48 BE: Wa] 
的 结构 不 如 其 等 价 类 中 的 一 种 矩 降 ; 即 Hadamard 矩阵 (简称 
HERRAR. XU H SEE СН) ER E fi А 0380 
系 , 因 而 考虑 快速 算法 时 , ANEA HEERE W НЕЕ, 而 相 
应 地 , DW 变换 则 代 之 以 快速 互 变换 。 "S 


_ HIBRI у Е ГЕ. 
i гн |А ' } 
-1 | 
2 1 1 1 1 
Hi B] {р-а 1-1 
marii 
sov ы 71-71. .1 


— .191«4 


— 
rr 


这 里 和 =1，2，3，…e 
H EBE [Hos] 是 名 阶 方 阵 ， ETUAAN — бж 
BAe HEWA JOX- RUREEE PEDE 4° 证 明 ), 例 如 ， 考察 [Ha]。 


L 1 ^1 1 1 1 1 17. 2 
| 1-1 1-1 | 1-1 1-1. E 
Ва р рро 1 1 
71- ый 1 | ъй 
1-1-1 a Jw 行 交换 1-1-14. 
1 1 1 134 
|. 1-1-1 DW 
„> = 41, 
: 1-1-1 1| ^* 
баер 1-11 
” HERRE TIEA. 


性质 1* UD 是 一 个 直 交 方 降 。 

“事实 上 , 下 面 性 质 4° 将 告诉 我 们 [Hzo] 可 以 通过 DW» 
作 初 等 行 变换 而 得 到 ， 而 初等 行 变换 不 会 改变 行 疝 晤 的 直 交 
性 , 故 由 [Wan] 为 直 交 方 降 而 得 出 [H2s] 的 宣 交 性 。 : 

性 质 2 CHo] 是 对 称 方 阵 , Н CHHT = 11. 

这 由 CH) 的 定义 立即 可 得 。 : 

性 质 з" CHa] 中 的 元 素 kh 可 表 为 


z 
X afa - 


ju = (- pe ， , 0.85 
其 中 k= (q.i) K-a- бкл), 7( 0 J- 257-4 
/0 是 与 了 的 一 进 表 示 式 , 且 k, J 0, 1s Pn, 
证 UCHel-[h4] k, = 0, 1,.…, 2"-1, 
我 们 用 归纳 法 证 明 。 当 N -2! Bj, 即 m= 1, 表示 式 (3.35》 
成 立 。 因为 | _- 
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os a [1 1] Th hot 
C fHeT-|- =] ` 
[Ha] Ë a] h hii p 


BRE |. = 
hy = (— 1): tkejo, i, j z 0, 1; 
W. N =2" BJ, (8.35) И, H ` 


hoo ... ho 2.1 ` i „> ... IL" | 


hanso ttt koa 1,2%- 1 т. 1 2 * с Вань удна 


һә» "T tt hos ‚2”- 1 ^| ho» 2» s.e hze 2з 


Ni) 
, ... 2 


| Котыр tt hens 2»-1 1 Ионы am ° hamrs 1 2am 
- í... x #7 — equi a 


а | i + | 加 О 


易 见 , B 的 元 素 与 4 的 元 素 的 第 一 个 足 标 相同 ;第 二 个 足 标 相 


## 2", C 的 元 素 与 A 的 元 素 的 第 一 个 中 标 相差 25 第 二 个 足 
ЖЕЙ, D 的 元 素 与 A EXP ре арун аа T. 于 是 
# 


097 : 
(v 


A= (hy), k, j= 0, i. " ‚т а КУ 
В = Cn, 1.22) , k, 了 = 9, l, KA э, “= 1, 
C= (hum) © k, j=0,1, "d. 


D= (wmm) k, j= 0, los RU 
写 出 足 标的 二 进 代码 ,并 约定 大 ,= jan = 0， 
kk c к. 1 К), j= G-e- 1) J-0-2 ** Ja А), 
| k+2"= (1k iai) K-pn- t КЁ), 
«133^ 


nmn ——————Á(Ó—— am E T 


j+2t= ft Ja- се Дл А), 
Ка" = (ks aye К, н), 则 

kla= 1, kau =k.. s-n-l, 5, 1, 0, 
ij j'^2 j +2"= (I. Je Ja b), 则 

J*,51, J,= ja SSn-1, 5; 1, 0, 
ТЕШ HE R A= TB;.J, Be [H.J], C= [He], D- 
C-H] 得 到 

К = Pet = - huzn, = Pa 


ANS | | 


S kele 


ph. uS hu (— p 


| н pde o ay ler 


kalo 


а 
` у = Ванга = = (-1)**? 
^x! , 


(Cp qoae Tc TL 


p 


v hy Ани -hy = _ pd k-e 


бо aD сср D der 
改 (3.35) 对 N = 2 亦 真 。 性 质 3* 证 毕 。 
现在 转向 讨论 下 矩阵 与 w BERAR ERE — HR 


jn п, PR HERI Л 2" 维 向 量 空间 中 来 讨论 。 А 
行 向 量 排 剂 ， 


[H»]-| ^ | | (3.36% 
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其 中 每 个 h, 为 一 个 2" 维 阿 量 ， k=0, 1, = 27-1, 
$e k B HS | 
| к= (ka-1) исз) t Ka ko) 
的 各 码 字 倒序 ， 得 (ko ka "Ut k 2 ks). 并 称 它 为 k 的 反 
这, 记 为 , 即 Е 
k = (Ke Ka nm ken-s) Kante (3.37) 
我 们 有 
ERL 在 五 矩阵 的 表示 (3.36) 中 ， 第 了 +1 行 向 量 多 
Je W ERE Wiz] 中 这 样 的 第 k+1 个 行 向 量 wl, Wj B k 
的 Gray 码 的 反 演 , 即 / = GO, 
证 只 须 证 明 向 量 wal, 经 过 上 的 Gray 码 并 反 演 后 所 得 
的 问 量 wala = (wa |) Ж у= (Адер, Ke $20, 1, …，2 一 
і, I 
G (k) = (kisi) К! ы-у t ka ку), 
而 kA.) = Kip Koen-2) = Kn- КЁ»), "з 
| — ko = ki Ko, 
故 G(k) = (к.Фкок Dki * ka Dk a kei. 
F HEERE 3°, 得 | 
Ибо, : 
-(- уен (cQ E-a acm cay nn EC BN cn a а-а Feet, Ç 
但 wal, 的 第 s 个 分 量 (5= 0, 1, +, P- DOS(ORG.2D) 
wal,(s/ 2°) = Wis | | 
= (- 1) -%®Кә)з-‹т-1› (К. К.) Bec - ute e. eie p). vtt Ё-сөш-д)гв 
-因此 wal, Ж LW] 中 为 第 Kk+1 行 . 在 [H.-J 中 是 第 G1 
行 的 hace 
由 性 质 4° 可知, СН. 与 [We] 的 不 局 之 处 仅 在 于 它们 
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* 3.3 
Hadamard Jf B,(X) ` 


的 行 向 量 所 占 的 位 置 不 一 样 ,而 每 一 个 行 向 量 仍 是 一 个 W R8 
“i Hi HEERA W КОЯ Е, he hi hx - 称 
为 Hadamard 序 。- . 

例 求 LW] 中 walg ТЕ СН] 中 的 位 置 。 

Un H 19= (1001 1805 = =A 1010) 
569)-(01011)-11, 
于 是 ha =waləs, BD [WJ 中 的 第 二 十 行 的 向 量 walis 化 
EH». 中 的 位 置 是 第 十 二 行 向 量 hu. | 

下 面 列 出 W # üJ 2" LE 自然 序 与 Hada- 
тага 序 的 关系 对 照 表 。 

设 0<К, /,з<2°—-1, HO. 8) 式 与 上 面 的 性 质 45, Xj 
f n, 函数 wal. Cx) , w(x) 与 Сх) ВОЛЕ k, s, j 之 间 有 
XX | 

з= G(k), j = бек) : 


或 写 为 . Wül(x) = Wac (x) = бох) e 
33.3 ЭЩ n=5, 4, 3, 2, ! 情形 的 W жнг тик 
三 种 不 同 排序 的 对 照 表 。 . 


下 列表 格 给 出 列 率 序 、 自然 序 与 Hadamard P (简称 H 
序 )W 函数 的 转换 步 又 。 


步 s = 
Pix | 自然 序 | 1. 写 出 的 二 进 代码 
эу. Сх) ги, (х) | 一 к= (К. (пер kem ө. “ha tr 
2. SRE k 的 Gray 码 : 
~ G(k)e (ke) klen- = kia ki) 
3. 得 自然 序 we Cx) 的 序号 
SzaG(k) 
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zb = 
1. Si k b 
k=(k-in-1) K-(n-2) * k-ike) 
2. ЖЩ К) Gray $5 
С(к)=(К а-а Kiia- * К кё) 
3. 把 G(k) RA 
Gk)-(k, ki +” k'as) k(n-1)) 
4. 得 HH FF; GO) 的 序号 
< 
j=G(k), 
1. 写 出 8 的 二 进 代码 
Szs(S-(n-1) S-(n-3) ** 8-1 80) 
2. das xxt | 
s=(so S-i 7 $-(«-2) S-(n-1) 


. AHE h (x) 的 序号 


wolx(x)| h;j(x) 


| 


"НАЖ | H * 
у, (х) | hx) 


BH s 的 二 "TP 
$-($-(n-1) $-(n-2) … S-a $0) 
2. ЖН 5 ijt Gray 码 | 
К G-1($) — (S^ c1) 57-2) ** $1570) 
3. 得 列 率 序 whx) 的 序号 
. k=G-1(s) 


”一 -一 一 -一 一 一 -一 一 一 


1， 写 出 了 的 二 进 代码 . mE 
. j=- Їз) * J ja) 

2. 把 j 肥 演 

7=(/в ja * jtm }-в-а›) 
$. 求 j 的 道 Gray 码 
G- = =e jmp je (в-1)) 
4. BIRF wal (x) 的 序号 
ke GA(j) 
CE SH ЛБ HRE 
2. 把 j 反 党 


" Js ј-: + j-c-0 J- аа) 
3. ARAF wO шз. : 
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ATHER, HSAH EB, 与 жанаш, 定义 名 
Шр 


к = x” 
x» 
的 H 变换 为 
ho hm e Pee | 
и=ЇНы]хя=| rect, we (3.38) 
{hasio honi … hawi zei 


IE H REPRE 2°, 可 以 得 到 瑟 变 换 的 反 演 公式 ， 
(3.39) 


利用 NERA йай, 这 将 在 第 
五 章 中 讨论 。 | 
对 于 本 章 83 的 例 1, КҮ x ЙЧ Wu. .也 可 以 先 
ЖН, 再 经 过 转换 而 得 到 ,多 = СИ о], Eia. W] 
FJ CH] 的 变换 为 Te， 印 
СН] = Тер Wa], 


. 8j 
ГИ] = T CH2] . 
WA 的 存在 性 将 在 第 五 章 s 1 证 明 ， 这 里 只 对 本 章 8 3 中 例 1 
行 计 算 。 
令 ж=[Н;›»]х, 
于 是 u= Tos, 
对 于 
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.0000 5... 
.1002 
.2013. 
.3045 
.4108 

.5211 | 
.6367 

.7586 | 
2.9332 
— 0.4356 
— 0.8690 

0.0146 . 
— 1.7212 
0.0288 
0.0578 

| —0.0086 | 


X 
І 


э 


c с © б © © o o 


# UO s=[Hs]x= 


HAE 3.3, X y = Tz'z 知 | 
We Ay), 224—983, Xa С 
Lai 254—906) Zg4—— 2, Lie 

2.9332 
— 1.7212 
0.0578 

~ 0.8690. 1 
0.0146 
—0:0086 
20,0288 
| — 0.4356 


故 у= T;!z = 
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зж 5$ 例 ! 结果 一 致 。 


($5 ы 


在 制作 W 函数 发 生 器 的 理论 依据 中 ,还 需要 用 到 另 一 种 
形式 的 W 5B EE, 称 为 二 进 W ME EF, 记 为 г». 

[W] 是 由 ГИ 2-7 经 下 述 变换 得 到 的 。 

把 上 Wz。] 中 的 所 有 元 素 1 换 为 0， 所 有 元 素 -1 换 为 1， 
江 保 持 各 元 素 的 位 置 不 变 ， 得 到 的 矩阵 称 为 二 选 ш 
LW), 

EG ГҮ/»1= (ац), [W>] = (Fo), ШЇ 


Бы = 


: 2 » йм», bu € (0, 1), k, j= 0,},+-,‚2"—1, 
(3.40) 
Ж ЕЖУ Т, wal,= (авам w D 变 为 мц СЕ 
bui, k=0; 1; = 2-1. - 
相应 地 ， 称 向 量 wal, S T wah, 的 二 进 向 量 
例 5 а= 20, | 


| "walo b 1 1 1 1 
0o жай |i 1-1-1 
Was a | =- ap 
.wals 11. Y -1 
而 相应 地 得 到 О 
-o F wak 0 0.00 - 
m wal, 100 1 1 
[was wa | 101210" 
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使 用 这 种 向 量 二 进 表 示 ， 可 以 把 向 量 的 直 积 化 成 二 进 制 
的 伪 加 运算 ,对 实际 产生 W 画 数 带 来 方便 。 例 如 通过 半 加 器 
就 可 实现 伪 加 运算 ,从 而 获得 以 前 由 直 积 表 示 的 W SC 
例 wals=RIiRs=(11-1-1)(1-11-1) 
=(1-1-11), MEE 
wdi;2(0110), 
而 R,RS(0.01100(0101)2(011 0), 
放 wal,- ROS, 于 是 使 用 一 个 半 加 器 立即 可 由 名 5 R; 
产生 wal,。 
我 们 证 明 一 般 公式 ， 
定理 # wah R, Rona RaRa BJ 
-wah = R, OR, O. OR OR. . (3.41) 
证 分 三 步 进 行 。 
第 一 步 证 明 ` . 2 0% 
Ry= (bu bu + bzi), f=0, 1, s ns (3.42) 
其 中 bwy Ë r 的 二 进 代码 的 第 了 位 。 
事实 上 ,由 (3.2) 知 
R;= (Rp Ry i Ку»), f=0, 1, en 
而 Ro, = 1, К„=1—Ь„, J=1, eon r= 0, 1, э 2—1, 
Ж Ro, = 0, = 0, 1, =, 2-1, 


p 1- (1-2b,). 
及 fr = — L 


j =1, 2, ny r= 0, 1, +; 27-1, 
于 是 Ry= (boj Буу i Deci, J 50,1, +, Ba 
0р ТЕШ | | ^ 
RR= RDR, j,kz0,1, n, (3.43) 
这 里 RR, 是 Ri 与 Ry 的 直 积 ， 而 RR 是 直 积 RiR, 的 二 进 
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表示 。 

事实 上 ,有 . 

R,R,- (Ко Кп < Ry i) (Rio Ra im Куз р) - 

2(-2b,)(0-2b,0)), 3= 0, 1, =, P- L 

вж, b, E b,, 相等 时 ， 有 (1- 2b,,) (1 — 2b) = 1, . 

. H by 与 bu 不 等 时 ， 有 (1- 2bw)(1 一 2ba) = = -1, 因而 

К, NS s 下 分 量 БЕ EE 

0, b, = ba, 


(a-2500- аьа) = {, bb 
, г} shy 


э, 


йй КУК, = (bb), s= m 1, «6, 2-1, ў, k= 0, 1, sn, 
”由 第 一 步 知 | | 
R, = (b), R,- (bi), $= 0, 1, -.,2*-1, J, k= 0, 1, n, 
Ж К,ФК,= (b, ba), BD (3.43) 1. 
第 三 步 ” 证 明 (3.41)。 
由 (3.8) 知 


, , , 
wal, = в? ETET] Rie " -RI* , 


k 33 k 的 Gray 1% G(k)H (3. 5), (. 605. 令 


: А К. = Ku = 7 = Е. = ni 1, Jj i ` 
gt k^, 为 0， иу Ren: R rma) 7» Ry, R,, Ж 
wal, = eR, Rms 


яанаа, 18 


wals = К, „ФЕ, maD ORDR 
定理 证 毕 。 | | 
_ 据 式 (3.40)， 可 以 由 W ERE CW) $88) — 3t W 58 ЕЕ 
[Wz]. 


є МЗ • 


з m 


1. EW 函数 的 Petersen 方法 的 证 明 。 

f 2. AAAG. Ec. 10, 

3. ш. АВА, Em 次 的 向 量 的 直 积 是 一 个 疏导 次 
数 为 2- 1 — h АЈ, 
(04. RA = (а) J m n НЕ, (B) = (ho) 28 P X ИБИ, 
它们 的 张 量 积 定义 为 


* 


En " апВ aB bald a, B 


ABB -| 262 ai = nB 
‚ 4@B = |: ац 22 Nu , 


. rL ав "m et Os : ос "A 
яна aB - P x q Ete, 而 AQB mJ mP x nq bp. 
аниа ЕНШЕ Ad. BOX IPIE, HRX: s 
СА) = Ham]. [RaR OCR mi] ' 
-[H,)9 CH] -- UI. І 
жт 
5. 试用 归纳 法 证 明 所 BE: [Wae] 与 H н сн] 之 间 的 关系 ， 
з wal, — hayo ， 
6. 对 信号 A(0)， га), TET 
ЗНАЕ ARI SERT, ` 
7. 利用 题 5 证 明 [Ase] 中 元 素 的 h. 的 表示 式 (3.35)。 . 
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| 第 4 Жї 
Walsh 系 与 三 角 系 的 比较 


` 三角 函数 系 与 Fourier 分 析 在 理论 与 应 用 方面 的 重大 作 
用 是 众 记 周 知 的 , 本章 将 把 W 系 与 三 角 系 作 一 比较 ,使 读 首 明 
了 其 则 的 异同 ， 以 便 更 好 地 掌握 与 应 用 它们 。 为 了 叙述 上 方 
醒 ， 我 们 将 借用 工程 技术 上 的 术语 。 这 里 所 作 的 比较 将 围绕 
两 个 函数 系 的 基本 性 质 、 频 率 与 列 率 、 谱 分 析 \ 移 位 与 卷 积 等 
方面 进行 。 最 后 还 将 介绍 逻辑 导数 与 浊 辑 积分 的 概念 ， 为 进 
一 步 研究 W 分 析 打下 基础 。 


Т 基本 性 质 的 比较 


Fourier 级 数 与 Fourier 变换 的 理论 在 线性 非 时 变 系统 中 
起 着 极其 重要 的 作用 。 关 于 频率 ,频谱 , 振 巾 ,位相 、 功 率 漠 ， 
调制 、 卷 积 等 概念 都 是 读者 热 知 的 ,它们 的 理论 依据 就 是 三 角 


RKA RER EWR TERS ERSZ ARNAN 但 两 个 
系 也 各 有 其 自身 的 特点 。 
大 家 知道 ,三 角 系 ` 
t? coskx : к), _+ a 
Lx. ver, BUR к=1, 2, (4.1) 


coskx 


”在 基本 区 间 [ ~ 和 жи1. ок ET 
mem, k= 1, 2, ° ,在 整个 实 辆 上 有 定义 ， 并 且 是 以 2x 为 
周期 的 周期 函数 。 E | 


< 345 。 


类 似 地 ,WW 系 
41, wals(x)}, k=1, 2, =, (4.2) 
在 基本 区 闻 [0. D 上 是 完整 标准 直 交 系 。 函数 1，wals(x)， 
k-1,2, …， 在 整个 实 轴 上 有 定义 ， 并 且 是 以 1 为 周期 的 局 
期 函数 。 
此 外 , ЖАБ Ся, л) Es IK s 555 osky P. 


E-a, m) 的 中 心 点 x=0 是 偶 对 称 的 ， mas S" к} 

[一 zx, л) 的 中 心 点 x= зазна, 就 整个 实 轴 而 言 ， 当 
EE 而 inks : 

xE( зе) М, 函数 -一 ж RAN, т "E 是 
айй. У 

对 作画 数 来 说 , 在 基本 区 间 [0, D Е, 6981, маі, (х) 

关于 [0, 1) фода + 是 个 对 称 的 , EB waa) 关 


3 (0.0 的 中 心 点 x= -y 是 奇 对 称 的 。 在 整个 实 轴 上 ,除去 一 


个 可 列 点 集 外 . 函数 1， wala (x) ERKA, її Жуга!л 10) 
蚌 奇 函数 。 En 
.条 于 三 角 系 与 W 系 有 上 述 类 似 性 ， 工 和 此 采用 


列 记号 ， 
u wal; (x) = cal(x), k=0, 1, 2, ^, 1 (4.3) 
Wai (x) = sal(x), k=l 2, rep. (4.4) 


于 是 W 系 {wals(x)}, k= 0, 1, 8, AERIS 2 y 
|. (Ll cal(x), sal(x)}, k=1,2,.。 
但 必须 指出 , 当 p >2 В, p3IEW ИЕ ИЕ cai" Ы 
“sal” 是 不 恰当 的 (参考 第 四 章 § 5)。 à | 
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与 三 角 系 的 乘法 公式 


2 cos тх соѕпх = cos(m—n)x + cos(m + h)xy 0$ 


"2sinmxcosnx-sin(m—-n)x-sin(m--n)x, -= 
2 sin mx sin nx = coS(m — n)x — cos(m + n)x, Um 
ЖЕР ЛУ, ТЕУ ЖН ДЇ УЛИ F ДЕА ，. 
са1„(х)са1„(х) = cal,e, (x), АСА 
sal,(x)cal,(x) = Sak зуе) у. .. (4.6) 
sal, (x)sal,(x) = cales na) - (4.7) 


我 们 仅 证 明 (4.5), 其余 两 个 留 作 习题 。 з оч 
因为 i m Е 
o0. а]. (x) cal.(x) = velas) Wal = . айв) y 


Calnen(X) = маан (a) , 


故 欲 证 (4.5), НИЕ ° . 
2m®2n = 2(m@n), 
为 此 设 А 
m= (m, Тес + т. тат, 
n= (00,1) 0-2) … ПП), c 


Tm nBj ETC. STU 2 ON РИИ. 显 
然 有 


2m= (mi, 到 -tr-2 т то0), 

- 2п = (n. -tr- -D (2) "° пат 0, 
BE 
2m(D2n EM | 
= (тауп) mr -a Dhr- + min, m (na 0), 
但 是 | | 
maQn 

= (mo i nea ттеу M L "ipn. imn), 


eds 


所 以 


2(m 中 m) 
= (т_(„-1у©п-(„-1у m a, s Dn. (uso) ^ man mD 0), 
2т@2п = 2( mn), 
等 式 (4.5) 证 毕 。 


下 面 对 于 按 三 角 系 与 凤 系 的 直 交 展开 ， 提 出 儿 条 常见 的 
定理 加 以 比较 , 象 以 前 对 于 理论 研究 情形 那样 ,这 里 的 多 函数 
采用 自然 序 。 

关于 三 角 系 ,我 们 有 

定理 1 设 了 是 以 2x 为 周期 的 平方 可 积 函数 , 即 fE LL, 
基 对 它 的 Fourier 所 类 的 部 分 和 | 


S(x) =-= + > (a, cos kx + b, sin kx) 
成 立 收 敛 关 系 | 
lim S,(x)-f(x) (a.e), 
其 中 序列 n, WW Rn. n2 A21, 而 系数 
a-l[ f(x) coskx dx, К= 0,1, 2, +, 


њ= Lf f(x) sin kx dx, k=1,2, + 


相应 地 ,在 W 系 中 有 收敛 定理 ( 见 第 二 章 $4 定理 2.1)。 
定理 2 设 f 是 以 1 为 周期 的 工 可 积 函 数 , ER) W 级 数 
的 前 n 项 部 分 和 为 " 
| S,(fsx) = Samo», 
则 成 立 收敛 关系 
lim Se (јх) =](х), (а.е.), 
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а= | Ї(х)ъ;(ҳ)йх, J= 0, 1, 2, "the, N 


上 述 两 个 收 敏 定理 是 关于 级 数 部 分 和 的 一 个 子 序列 几乎 
处 处 收 伍 于 给 定 的 函数 的 。 此 外 ， 两 个 系 都 有 经 典 的 Dini 
Lipschitz 判别 法 与 Jordan 判别 法 。 而 下 面 类 似 的 收敛 定理 
则 包括 这 两 个 经 典 判别 法 为 其 特例 。 | 

定理 3 设 1(x) 是 以 2л SEED AER Sr, En AA 
yo 5 | 


т.о) A ua HE 2и). i x4 iu 1) QUE DE], 


0-2 re ere аду | 


E lim Т,(х) = lim Q.60 = 0 对 xe[ -2, л) ELA 
lim S, $0 fo) i | 


关于 x 一 致 成 立 。 
” 定理 4 设 fx) 是 以 工 为 局 期 的 2 ЖИИ K EU — 
f(xGQh) - ](х)->0, 当 h->0+ B$, xc[ 1)» 


поре) е) «m 
# lim UG) = 0 对 xE[0 D 一 致 成 立 ', 则 


омур Po qs igon 


lim 5, dbz оў ond 
XT х 一 致 成 立 ， T S ie) = = Ў амо, ^W 


5 


а= |, Јона j= 0, 1, % x 


anna 4, H 
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Sio - f(x) = Í DOLD) – хуа, — (4.9 
kart, TOSK A, {БОЖЕ 
| D,(t) = D>.(t) + wx (0) рь(0) 
与 


2, t€[0, 275, 
Doa (8 
e0- 05 te[27 D, 
以 及 2 . 1 ic 
Jt А- 
1, t€ [A , тї ) 
эн) =, = 27+1 #/+2 
m =l, (e [^ TI ) 
j= 0, 1, 2, ttt 2" —_ 1, 
于 是 x 


Isid) - feo] «|f, Donen- roa] 
* | Went) Dy (D Lf (CD?) - едда, 
сокака 项 为 ^ 第 一 项 为 B, TEKA 
ЖАУ В: /— 


A= |f. «o tren - коза] 
с) | 


ef ooa) 


这 里 ау, с) = sup. 600 - f90 | 为 1(x) 的 2 进 连续 
1г1<1/2” ` ll 
Ж. йо 
В= |, Wes (t) Dy CO Lf (xt) — f(x) Jdt | 
2%—1 fe ууз" 


D, Qf («DO — f(x) Mt 


—09J2j/20 


245%: 


; DL 294 (21+ iyi 
рио дзе | 


320 (21+ aue 


- | Xe 1yz" | [peotreen - -foJ 


2472+ 
-De (t+ $ 47)[7(x@( t+ 2 i)- feo ad. 
Bkc2,D.()- > w(t), 故 当 ИНИ 2j ET 1 j^ 


291 "(2{+1)/2® 
B< | J 


Falan р, (2) )lre@o 
т ает) а} 
Ж, (к) (а(+ 22) 
резо) 
[Ffo (Д) а). 
-1(х A 
«Li [око {и Ут ] «t1 as 
РЕК? D +) xri ttj 


-f ec Hd f 
< сот ML 34 D, 4) 
«potsti -iqa 
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<> 


кзн = Bo NAIDU 2, нео, 1), 便 得 

В, 的 估 值 | 

5 эи, Do (EN ү (х® HU 
„беа | | 

< F (2) Jy 2; x 2л). | E 
eer) 

- 2514 (se 1222)-1( m " 


注意 到 对 每 个 te[0, 1), 在 C0, D т x= `0), 使 


В; = 


ХФ = EO ря 
X а=1, 2, +, 291-1001, 
Bem T 3924) - (se | оо, 
由 假设 条 件 lim Ох) =0 对 XEEO, 1) 一致 成 立 , 舌 E 
lim B(x) = 0 Xi x€L[0, 1) 一 致 地 成 立 ，. 
又 由 了 的 тише, 知 BM 
lim »o(n zu)" 0。 


所 lim B=0 x хєго, 1) -aRt 本 
由 А<о (fic), 也 自然 有 | | А 

| Hma=0, 
EI Ее, 1, M 
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前 面 说 过 ，Dini-Lipschitz АЖЕ Jordan 判别 法 为 定 
яй 4.3, 4.4 的 特例 , 我 们 仅 就 W 函数 情形 叙述 并 证 明 它们 。 

推论 1 (Dini-Lipschitz 判别 法 ) БЕ) 是 以 1 为 周 
期 的 2 进 连续 函数 ， 且 oj д) =o (im 于) ),5->0, 则 J(x) 
的 W 级 数 的 部 分 和 一 致 收 化 于 JO, | 

证 事实 上 , (4-8) 式 中 的 0G9， 在 推论 的 假设 条 件 下 
有 估计 


кө [3G 2) (es | 


= 25 271 
«3 a(i gu) xL -o((n 279571) 
= о( (In 2711) 73). c-In 2", 
XH c 为 常数 《这 是 因为 
PE =]n(2'—1) ey т, 
co 是 尤 拉 常 数 ， т.->0(п->со 时 ))， 因 此 ， lim U, "9 = 0 关于 
x€[0, 1) 是 一 致 的 ,推论 得 证 。 。 O 
第 二 章 §5 定理 1 是 本 推论 的 特例 。 
推论 2 (Jordan 判别 法 ) У) 是 以 1 为 周期 的 2 
进 连续 函数 ,车 РО) 在 [0, 1) E BIAIS, BD f 在 [0, 1) 上 的 总 
HR - 
Var(f) = sup s ЕО) — f a) | 
是 有 限 的 ， 其 中 上 确 界 是 对 任意 分 点 组 x << <, TR 
的 , 则 它 的 W 级 数 的 部 分 和 一 致 收敛 于 fx)。 


证 ”把 U,(x) 分 为 商 部 分 | 
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[0,0] = БЕ 706 x z, (oM ) | 


-|È iee 下 


| x yt SO FA, -f(x® REOR E 


这 里 选择 这 样 的 数列 m=m(n), 使 得 它 满 性 ，、 _ 
i) m(n) 为 自然 数 的 增 序 列 , 且 moo e*- 1i 


ii) т(п)->со, 当 n->00 时 3 


Hi) o (ts узт) In meo, =i noo HO. 


读者 不 难 了 解 ,这 样 的 序列 тон) ANA. 
于 是 E 


+} (x27, z^ Ue edens il 


0 ENG Ч ndo 时 ,所 ij 上 上 式 有 边 趋 年 0。 


另 一 方面 ,有 . | 
| Ж, 7 K cod) т! ap DI B 
< ү Vary, 


ЭМ n-»oo В, зекат 0, 
故 lim U, (x) = 0 хЄ[0, 1) 一 致 成 立 ， 推论 得 证 。 


TE hos M ies SUEDE T RH RUINA. 


定理 ,它们 者 是 Parseyal 公式 的 直接 推论 。 ， 
定理 5 FIEL- оку, 则 了 的 Fourier 级 数 的 部 分 ni 


列 S, Co) 按 L2, 范 数 收敛 于 feo, m 


г 154. 


“м 


иш [5,60 -fG0 |; 0, 


定理 6 Æ fE Цо, W f ЕТТ 部 分 和 序列 接 
Lio o 范 数 收敛 于 f(x), B 
lim | S.Cf3x) JG) lt, 20 


本 定理 是 第 二 章 $ 5 定理 З 的 特殊 情形 , 证 明 从 略 。 


$2 频率 与 列 率 


三 角 系 适用 于 描述 简 谐振 动 。 ， 
简 谐振 动 的 频率 定义 为 单位 时 间 内 在 基本 区 间 上 完成 全 
振动 的 次 数 。 BUR) B BO БА (Hz), 如 所 周知 ， | 
“cos kx 的 频率 为 k， k= 0， 1, 2, ©, 
sin kx 的 频率 为 K， k= 1, 3, V 
为 了 把 频率 的 概念 加 以 推广 我 们 抬 它 理解 为 单位 时 间 
内 简 谐 振动 的 运动 轨迹 在 基本 区 间 上 政变 符号 的 次 数 的 一 
Æ. И созКх{Е ХЄ[-л,л) 上 改变 符号 次 数 为 28 次， 
віп kx 也 是 如 此 。 
借助 于 W 函数 可 以 描述 非 简 谐 振动 的 运动 情况 ,与 简 谐 
振动 的 频率 相应 , 可 定义 非 简 谐 振动 的 列 率 。 
非 简 谐振 动 的 列 率 定义 为 单位 时 间 内 质点 运动 轨迹 在 基 
本 区 间 上 改变 符号 次 数 的 一 半 。 列 率 的 单位 为 险 姆 (Hm)。 
由 定义 可 得 
cala(x) 的 列 率 为 k， k=0, 1, 2，…， 
sal,GO 的 列 率 为 kk=1, 2,…。 
FXE, AA calx) = маіх), Ti wala(x) Æ [0, 1) 
上 改变 符号 的 次 数 为 2k tK, WL cal Cx) 的 列 率 为 k。 对 于 
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sal (x) = walz, 102, | 

虽然 wala 0O 在 [0, 1) 上 改变 符号 的 次 数 为 2k- 1, 但 因 
wal, i (x) 是 奇 函 数 ， 当 x>0 时 walss_1(x)>0, Wj X< 0 
Wwalzs-1(X) « 0, 故 经 过 x=0 时 总 要 改变 一 次 符号 ， 于 是 在 计 
Ж. sal Cx) 的 符号 改变 次 数 时 , 应 当 把 穿越 两 个 基本 区 闻 的 连 
结 点 的 那 一 次 改 号 也 算 在 内 ,所 以 sal (x). 的 列 率 也 是 k, 

此 外 ， 关于 两 个 系 的 采样 定理 也 很 类 似 ， 我 们 叙述 如 下 。 

关于 频率 域 的 采样 定理 ， 频率 f 限制 在 <<, iH 


sin 2aft 与 cos 2zft WARRE Ө, St Ach E 5. 4 


BE ORO BERE, Meh Af UAR йу Hz 4E 
关于 列 率 域 的 来 样 定理 ， Pix o 限制 在 0<Ф<24Ф, 由 
0/7) 5 calor(t/T) 选 加 所 组 成 的 信号 ， 完全 由 每 移 


a 个 振幅 〈 取 样 ) 所 确定 ， 其 中 dp 以 列 率 的 单位 哈 姆 
(Hm) HA, T 为 有 时 基 ( 财 间 单位 )。 Ut 
RENE TE BJ 3: Hi SI" XV ич WERE 
章 ), 故 在 此 不 拟 讨论 。 T 
$3 ”振幅 谱 与 功率 谱 


我 们 首先 比较 振 帆 谱 。 
在 三 角 系 中 ， 以 27 为 周期 的 函数 f(x) 的 Fourier 展 式 


P + У] (а, cos nx + b, sin nx), 
"21 


其 中 a= | у) соѕпх dx, п= 0, 1, 25e, 
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= lf” (sinn =1, 2, 
| b, = Ll лод sinnxdx, n=l, 2, e 
我 们 写 出 


а„ соз nx + b, sin nx = A,sin (пх+ ?.), 
其 中 А„= Vath, Ф, = 

# A, 为 n Brie 848, р. Эу n 阶 谐 波 的 位 相 , 频率 n 
与 振幅 А, 之 间 关 系 的 图 线 称 为 f(x) HRR, En 与 位 
相 9, 之 间 关 系 的 图 线 称 为 1(x) 的 位 相 谱 。 

振幅 谱 所 表示 的 是 信号 f(x) 在 频率 域 中 的 波形 。 

ТЕ W 系 中 ,以 1 为 周期 的 函数 {‹х) 的 WERN 


a,(0) + > [a,(n)cal, (x) + à, (n) sal, (х)1, 


5 » n-0, 1, 2,, 


其 中 ап) = са Cx) dx, në 0, 1, 2, +, 


акт) = уои, дво “nš 1, 2-5, 


由 于 在 W 系 中 没有 类 似 于 (4.6) 葛 公 式 ，. 因 此 无 法 直接 作 

出 f(x) 的 振幅 与 位 相 , 不 过 可 以 按照 下 面 的 方法 进行 考虑 。 
把 a,(n)cal,(x) B E f(x) 的 对 称 部 分 ( 偶 函 数 部 分 )， 而 

a (n)sal, (x) ЕГО) 的 反对 称 部 分 《 奇 函 数 部 分 )， 并 称 列 

X n 与 ou(n) 之 间 关 系 的 图 线 为 f(x) ТИВ И, TIZ 

Жп amn) 之 间 关 系 的 图 线 为 foo 的 反对 称 部 分 谱 。 
通常 也 根据 展 式 


> a(n) wal, (x), 
п=0 
这 里 a(n) = fitowa (x)dx, n=0, 1,2, 


直接 作出 列 率 5. a(n) TREES Ж 23 f (x9. 的 Walsh 
w. Ut D 
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作为 例子 ， 下 面 对 周 期 为 1 的 函数 wal(x)，sin 2лх, 
x(0<x< 1) Ж Fourier 谱 与 Walsh 谱 ( 人 简称 卫 谱 与 多 谱 ) E, 
较 ,最 后 一 个 函数 是 锯齿 函数 。 


例 1 作 | 
КСЕ 1, 0=<x< 


EO f(x) = wal, (x) = 


-的 F 谱 与 W 谱 。 | 
以 1 为 周期 的 函数 x) 在 基本 区 间 [0, 1) 上 有 展 式 


a + Y (a, cos 2z)x + b, sin 2znx), ` 
„=l C 


. 1 | 


这 里 а= | Gods, 
` n= 2| fx)eos 2nzx dx, . 


b, 2f f(x)sin 2ңях dx, 
于 是 ,将 1(x)= wal (x) & F XNGRHUS O ` 


roo nc уз? 
= Га f n 
ЕЕ [= 2плх dx — | сов 2плх а) = 
i 


1 , - 
2 ` 1 р. аук 
b,= 2 lí sin 2плх 4х- | sin 2nzx dx} = 2D 
? H s ENA 
所 以 对 A = arb | 
A= 0,А,= 8. | 
4 z = ` ... 
- анте 当下 = 和 + к= 0, 1,2, .-, 
0, 当 n=2k, k=1, 2, © 
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- 24 f(x) = wal, (х) Et W 函数 展开 时 , 显然 在 展 式 - 
3 a(n)wal,(x) ` 


7 中 只 有 一 项 存在 , 即 - 
` al)=1, a(n)=0, n=0, 2; 3, + 


Bl 4.1 5 4. 2 分 别 给 出 了 мао) 8j Pi W if, 


012334567168 


图 4.1 
例 2 {ЕЩ /(х)= заз ЕЧ W W. 
sin 2лх 按 三 角 系 在 [0, D ЕЛ ЭЗЕН}, RS TUR 
显然 只 有 Di= 1， 其 余 全 为 0。 ы 
*.^ dH sin 2zx Sz W BRER RER 


a,(0) + > (a (n) cal. (x) + a,(n)sal(x)) jg! 


的 系数 中 ， 却 由 sin 2лх 与 cal, (Xx) , sal, (x) ияне д 
得 
a,(n) = Í sin 2zx cal, (x) dx 


1 >- - 
= [яш 2пх cal,(x)dx= 0, n= 0, 1, 2, +, 
1 07 р | ко. 
a,(n) «f sin 2zx sal, (x)dx = | sin 2лх sat, (хук 
' -F 1 MET 
1 
= a| sin 2лх sal, (x)dx, 


199 


计算 得 | 
s 
a,(1) = 2f 


| 1 
) sin 2zx dx = -* 


e (Q2) = =s Гене 0, 


0 


6,(3) = 2 i sin 2zx dx — -f sin 2хх dx 


1 


T — 
+Í sin jet 2a- ZD, 
š X 


1 1 . 
a,(4)=2 J: sin 2zx dx — [К sin 2xx dx 
4-0 š . 
: à 
E | | + sin dax dx- _ P sin 2nx “中 0， 


a(n) B 


gai o BEEN: 44 
BS 比较 1(x)=x， 0<x<1 B FAS W й. 
解 把 1(x) 按 三 PREF, 计算 展 式 中 的 系数 得 


1 
а= jasa 2». 
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1 

=?| х cos 2плх dx = 0, ` . 1%) 
1 

b,= 2 |, x sin 2nzx dx 

= п=1, 2, 3, --- 
пт? , , , o 


1 -1 0 1 3 
F А„= y a+b? +b? = —, 、 
是 ds nn m 4.5 
nz1,2,- 
(o RW KERZCR-R ненна 
x= - PP 16%), 
Prxk ИЧРЕ ES W 谱 给 在 图 4.6 与 4.7 rh. 
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m 4.6 - 图 4.7 

可 见 对 锯齿 形 函 数 来 说 , 它 的 W 谱 线 只 出 现在 n= 0, 1, 
3,7，15,…，2" 一 1,…, ШЕЖЕ n 都 出 现 , IW 18 
线 多 得 多 。 

关于 功率 谱 , 三 角 系 与 W 系 是 极其 类 似 的 。 

在 三 角 系 中 ,成立 能 量 守恒 的 Parseval 等 式 

zf. 1069 аке + S dale hep), 
i ni fen. -*X,3)0 
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SRA 1( reo а 表示 信号 roo 的 平均 能 量 (功率 )， 


而 右边 各 项 191", Ja pre |o]? Spies ИЙИ n Ий 
波 的 平均 能 量 ， 通 常 称 LI 16,12 的 图 线 为 GO 的 功率 谱 


B. ` | 
在 W 系 中 , 同样 成 立 能 量 守 恒 公 式 ( 参 看 (2.35) 式 ) 


[| |тоо iam laco i $ Пано 124 |) |4), 

1 l ЕШЬ) 
3 | 1160 [dx ARA S OO EP 88 Ж, ТЇ Ја. оп) [2+ 
|а, (и) |2, п= 0 1, 2, = 是 第 n 个 W 波形 的 平均 能 量 ; ЗИП 
Ж a. GO 2 [a Сп) [2 的 图 线 为 1(x) 的 W 功率 谱 。 ， 

BIA 作画 数 jx)=x,xE[0 1) 的 两 种 功率 谱 。 由 前 面 
ibl з, 5n | 


а2 + 02 = 


а2 (п) + а (п) = 
| 2025 nz25-1, kz 1, 2, °. 


ИСТЕ РЕА 


$4 循环 移 位 与 二 进 移 位 
三 角 系 的 循环 移 位 对 信和 号 的 随机 采样 有 重要 作用 。 
É N 2", 并 给 定 一 个 信号 的 采样 序列 
{x(k), к= 0, 1, МА М-1}, 
Amd ENG 0<m=<N- 1， 从 序列 (x(k)) 出 发 , 作 一 个 
新 序列 
ә (200, k= 0, 1, tts N -15, 
其 中 О . | 
о {[хт+у-т), j=0,1, = m-l, 
‹ у] зар, j= т, m+ 1, ttt, N —-1, 
Ж (y) 为 {x(k)} 的 m 循环 移 位 。 - | 
如 果 我 们 对 信和 党 序列 {х(®)} 与 它 яткан 
ig 00) 分 别 进行 离散 Fourier 变换 ， 得 ко 
X(k) = Уде, k= 0, 1,. e N-1 n 
| (4.10) 
Y) - SP E, к= 0, 1, ^, N-1, 
ЁРЕ Кобе, зэ. | 
y X (k) 5 Y (C) 之 间 满 足 
уфе Pom XO), k-0,1, e, N-1, (4.10 
它 的 证 明 留 作 习题 。 EE 
车 用 记号 cs 表示 循环 移 位 ,用 DEFT 表示 离散 Fourier 变 
换 ,那么 由 (4. 11) 式 表示 的 性 质 可 令 述 为 | 
定理 1 若 信 号 序列 00] — " (y 023, 
而 它们 的 离散 了 变换 分 别 为 UCOO ), (OY (0T, BRE 
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{х(к)} — (ra 
[DET . [prr B 
x dol (Y (9), 


则 CX (3 5 (Y (k)) 的 绝对 值 相 同 ,位 相 之 间 有 一 个 局 移 位 
(位 相差 ), 即 


Y(k) = e W K (m), 
| ”定理 工 所 描述 的 性 质 ， 称 为 离散 Fourier 变换 对 循环 移 
位 的 不 变性 。 . 
另 一 方面 ,离散 W 变换 对 循环 移 位 不 再 保持 定理 1 意义 
下 的 不 变性 ， 这 对 采样 信号 作 W 变换 带 来 一 定 的 困难 。 但 
是 , 离散 互 变换 却 对 二 进 移 位 具有 不 变性 (对 离散 W 变换 , 情 
况 相 同 ) 。 | 
先 引进 二 进 移 位 的 概念。 | E 
对 信号 采样 序列 (x00, к= 0, 1, =, N ~1}， 与 满足 
0<m<N - 1 的 整数 m， 作 一 个 新 序列 - 
(z(k), k=0, 1，…， N- 1, 
kt | 
z(k)x(kQm), kz0,1,--,N-1, (4.12) 
fik (00) 为 {x(k)} 关于 m 的 二 进 移 位 。 | 
EX GOO? 与 它 关于 m 的 二 进 移 位 {y(k)} 分 别 进行 离 
散 二 变换 , 则 成 立 下 述 二 进 移 位 的 不 变性 。 
定理 2 £N» 
X= Ehx), k=0, 1, ^, N-1, 
M с 4.15 
Z(k) = 57), к= 0, 1, = N- 1, 


分 别 为 信和 号 序列 (x00 ) 与 (200) 的 离散 五 变换 ,其 中 hu 是 
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НЕ [НЛ 的 元 素 ， 且 N = 2^, Ж 5}, 488793] (z(k)) Ж 
+{х(®)} Рт АИ, MJ X(k) 与 Z(k) 之 间 满 足 
Z(k) = ВХ), (4.14) 
$$ Fourier 变换 情形 那样 ， 若 用 记号 DS 表示 二 进 移 位 ， 
用 DHT жж Нл, ЕЖЕ 
э TM 
| (x(k)) 一 一 > (z(k)) 
DHT [онт 
(XO)? (Zao, 
Y (k) = hmX (k) 


现在 来 证明 定理 2。 
利用 第 三 章 8 4P HEREA 3°, 可 得 到 CH] 中 元 


A hu HA PERR р. 
| алә 


пы. = Pa jons : 


w 


于 是 . 
N —1 N-1 . 
Z(k) = 212) = Д них(јФт) : 


4 h z- | | . 
=> "ie sum) = Ac Хонт) 
ты чө ж, 

=. ЖЕЙ? ЕР, 


但 因 h,,= 1 或 lb 


Bis OH ODE ETE RE 
x(0).— 0.0873, x(1) = 0. 1745, - 


x(2) = 0.2618, x(3) = 0.8491, 


» 15) 作 循 环 
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х(4) = 0.4363, — 'x(5)=0:5236, ` 
х(6) = 0.6109, х(7)=0.6981, 
x(8) = 0.7854, x(9) = 0.8727, 
х(10) = 0.9599, © х(11)=1.0472, 
x(12)-1.1345, — x(19)- 1.2217, . 
х(14) =1.3090, — x(15)-1.8963, ^. 
HO т=6, Ж {x(k)} É m И Ж 2 (y (D) 与 二 进 移 位 
(021. n 
I 解 】 Hi (4.9, XN — 16, m=6, 18 (x(k)) бт 
移 位 
у(0)=х(16 + 0—6) = x(10) = 0.9599, 
y(1)2x(16-1-6) 2x(11) 21.0472; ` 
U US 1y(2)-2x(162—6) = x(12) = 1.1345, 
003) =х(16+3- 6) 2 x(13) = 1.2217, 
9) — y(4) -x(16:4- 6) 2 x(14) = 1.3090, 
yC5) 2x(16-- 5— 6) = x(15) = 1.3963, 
y(6)-x(6-6)- х(0у= 0.0873, ` 
y(7) 2x(1- 6) = x(1) = 0.1745, 
(ea. y(8) =х(8- 6) = х(2) = 0.2618, . 
y( 9) 2x(9-6) = x(3) = 0.3491, 
y(10 =х(10—6) =х(4)= 0.4363, ` 
y(11) =х(11- 6) = x(5) = 0.5236, 
У(Їд) =x(12— 6) = x(6). 0.6109, 
10613) = x(13— 6) =x(7) = 0.6981, 
y(14) = х(14— 6) = x(8y= 0.7854, 
y(15) 2 x(15— 6) = x(9) = 0.8727, 
写 为 向 量 形式 ,有 
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:9699 | 
‚0472 
‚18345 
.2217 . 
.3090 
3963 
.0873 
.1745 ` 
.2618: 
.3491 
.4363 
.5236 
.6109 
.6981 
.7854 
T 0.8727 _ 
显然 , m 循环 移 位 所 得 的 序列 是 这 样 的 ,将 原 信号 序列 x(0)， 
x(1), =+, x(N - 1) HS N-1- m 位 处 截断 ， 并 保持 位 置 次 
序 地 将 x(0)…x(N -1-m) 移 至 x(N — 1) 之 后 。 
H (4.12), 取 N=16, m=6, 18 (x(k)) Bj m 二 进 移 位 

z( 0) = x(0@6) =x(6) = 0.6109, 

2(1)=х(1@6) = x(7) = 0.6981, 

202) = x(2@6) = х(4) = 0.4363, 

203) = х(3Ф6) = x(5) = 0.5236, 

204) = x(4@6) = х(2) = 0.2618, 

205 ) = х(5Ф6у =х(3) = 0.3491, 

206) = (86) =х00) = 0.0873, .— 


ФоФооФ Фф @ о = = = = = ° 
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z( 7) =x(7@6) = x(1) = 0.1745, 
208) = х(8Ф6) = x(14) = 1.3090, 
209) -x(9006) = x(15) = 1.3963, 
2(10) = х(10@6) = x(12) — 1.1345, 
z(1D = х(11@6) = х(13) «1.2217, 
2(12) = x(12608) = x(10) = 0.9599, 
2(13) = x (13606) = x(11) 21.0472, 
2(14) = x (14656) = x(8) = 0.7854, 
2(15) = х(15@6) 2x(9) = 0.8727, 


写 为 向 量 形式 ,有 


0.6109 | 
0.6981 
0.4363 
0.5236 
0.2618 
0.3491 


OBORE ` 0.0873 posu UM E w. 


r. | 0.1745 
1.3090 ! 
1.3963 
1.1345 

1.2217 
0.9599 
1.0472 
0.7854 
0.8727 _ 


УНАЖ, ENKIFELESOE ЖАН X RN 
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关系 ， 而 是 按照 每 个 号 码 伪 加 m 后 一 种 新 排列 。 我 们 绘 出 
N=4 与 N=8 NARSES ESERE 以 便 读者 进行 
比较 。 

MON -4 时， 序列 x(0), x(1), х(2), x(3) 简单 地 记 为 
0, 1, 2, 3, 

É] 4.10 表示 m= 0, 1, 2, 3 时 序列 的 循环 移 位 。 


0123 | 30139 23 01 1230 
м H 
B 4.10 


n EBIRABIEXEIBE, SUELE TE GENE 
都 可 由 第 一 个 按 道 时 钟 向 旋转 得 到 , 正 ЖӘИЕ, 


0 1 3 0 2 3 1 2 
m=0 т -2 m3 


m 411 
图 4.12 表示 m= 0, 1, 2, 3 时 序列 的 二 进 移 -位 ， 它 与 


0128 1032 2301 2 
m=0 m=1 me т= 3 
m 412 
图 4.10 迎 然 不 同 ,不 是 截断 与 平移 关系 。 如 果 也 将 上 图 中 线 
段 头 尾 相 接 , 则 得 到 下 列 四 个 正方 形 ; 
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3 3 2 5 | ° 1 
` zA К 

“КГУ, МАКА 

КОМ 

NN AAAAAAAA УММУ 

0 1 1 0 3 3 3 2 
m=0 m=} m=2 m=3 


ш 4.13 


车 把 m= 0 时 的 正方 形 看 作 书 的 一 页 , 细 线 条 表示 正面 , 粗 线 
条 表示 反面 ,那么 ,以 0 与 8 的 连 线 为 业 订 线 翻 阅 时 ,m= 1 情 
形 是 其 反面 ， 若 以 m= 1 情形 中 0 与 1 的 连 线 为 装订 线 翻 阅 
时 , m= 2 情形 是 其 反面 :再 以 必 = 0 中 0 与 1 的 连 线 为 装订 
线 翻阅 时 , m= 3 情形 又 恰 是 其 反面 。 自 然 界 中 类 侯 的 现象 很 
вт УВО Аал, 

M N=8 BF, ЕЗ] х0), х(Ту, s x(7) 简 记 为 0, 1, s 
7。 作 图 如 下 ,不 再 加 以 解释 。 — _ ‚. 

循环 移 位 情形 绘 在 图 4.14 中 ， 二 进 移 位 绘 在 图 4.15 
中 。 : | . 


4 5 3 4 “2 ^37 1 
LA Ld wá 

! | [1 

3 |2 . 12 1 n 0 ` l 
A QE Pann „? LI 
0 1 0 6 7 5 

т= 0 з= 1 m=2 


7 


н. 

MAE, 
| 

Ë. 1322 

/ 

о + 1 
0 


1 


т=1 


0 
i 
I 
| 
| 


1 1 o 4 IC 
8 VAn . A oF 
` ， 1 ` D ` QUA. 
7 6 6 7 5. LJ. 
m Lx 
4 6 T 7 
` »=Ё -6 4 


X- 
/ 
4 5 5 
m=; 


m 4.15 


$ 5 ”循环 着 积 与 二 进 着 积 0 


读者 熟知 三 角 系 的 循环 卷 虹 及 其 性 质 。 
”两 个 信号 序列 07 | 
` ` - (x(k), к= 0,1,2, ^, N= 1), ` k 
(ylk), k= 9; 1,2, e, N—- ly 7 
的 循环 卷 积 定义 为 序列 | 
(ху) (k) = Эх эуЕ- j), к=, ss N-1, 
: - (4.16) 
Жр kc] BJ, y(k= 7) {ЧЫ yQ -k- D. 并 且 N = 27, 
离散 Fourier 变换 对 循环 卷 积 成 立 下 述 性 质 。 
定理 1 车 信号 序列 USO Ы (9009) 的 离散 Fourier 
变换 分 别 为 (XG) 与 {Y(k)}， 而 它们 的 循环 卷 积 序列 
{(хжу) (куу 的 离散 Fourier ЖЕЙУ 4 Z() ), MB 
Z)yeX)YG). > e: 


E SI 


这 就 是 周知 的 Fourier 变换 的 卷 积 公式 ， 即 两 个 序列 的 循环 
卷 积 的 DFT 等 于 各 个 序列 的 DFT HARI, 
我 们 也 把 定理 1 的 证 明 留 作 习 题 。 | 
同样 地 , 不 可 能 希望 循环 卷 积 对 离散 W 变换 成 立定 理 1 
的 结论 。 不 过 ,一 旦 引入 二 进 卷 积 的 概念 ， 人 们 立即 发 现 , 离 
散 了 变换 对 二 进 卷 积 却 保持 着 类 似 于 定理 1 的 结果 。 
两 个 信号 序列 {х(К)} 5 (y(k)), k= 0, 1, 5,0—1, 的 
二 进 卷 积 定义 为 序列 
(«8300 = SxCy EO), k-0 1, =, N- 1, 
| (4.17) 
раа 成 立 
定理 若 信号 序列 (00) Н (00) ЖКН ЕЙ A 
别 为 (C00) 5 {了 (K))， 而 其 增进 卷 积 序列 (93000) 
HREH ERN (Zk) 则 有 卷 积 公式 
Z(k)=X(ky)yY(k), 
证 由 变换 的 公式 (4. е ы. x (4. inf 


Z(k)- пыр) OQ) = A"; Zeno Фә 
= PEG Since». 
另 一 方面 ， SR H IEEE ER CA 15) 求 得 
хоу = [S x») SR yo! 
з=0 ш ArzO v 
N-1 ` Ny-i 
= 25 xG), hg) ` 
N-i бф]. H8 
注意 到 和 = 2", H r= 0, 1, i, м-н, 5 j= s@r, 由 于 


• 172 • 


520, b “s N- 1, ВД I AA О B| N— 139 08 TRIER 
S hivery(r) th E W E. VB sor A j, W| JOs =з®г@г= т, 
因此 BE | 

‚. Bee = = Ы huv Bs) i 

代入 (4. 18), 便 得 


XY = 09 


КН 
20) = XO)YG, 


定理 证 毕 。 

卷 积 定理 无 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 都 有 mu, 直 
接 计算 两 个 信和 号 序列 的 卷 积 往往 是 不 便 的 因而 应 采用 卷 积 
定理 进行 计算 。 

例 . 用 两 种 存 法 求 信 号 序列 (x()) 与 (w) 的 二 进 卷 
积 ,其 中 x(k), УСК), k= 0, 1, “э 7 给 出 如 下 ， 

x(0) =1. 10194, А0) 51. 10526, x(2)- 1.10858, 

x(3) 2 1.11186, x4) «1. 11514, x(5)= 1.11841, 

x(8)21.12168, x(7) 21.124939, - 

$(0)20.309, ` у(19=0.312, y(2220,315,..: 

y(3) 30.817, - #04)= 0.320, 0(5) 0.323, 

у(6) 20.326, -= y(7) = 0.328, 

[#1] D 直接 由 定义 求 Gy) 090; 

KOND = Јас) x) 0) 509) 

+*(2уу(2) +x(3)y(3) x4) y (4) 


` *X(5)y(5) + x(6)9y(5) + x(T) yCT) 
= 2.83974, 
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р 1. M i 
(xy) (1) = DEYDI) =x(0)y (1) +x(1)y(0) 
+х(2) у(3) +x(3)g(2)  x(4) у(5) 
+x(5)y(4) +x(6)Y(7) +x(7)s (6) 
-2,83971, u 
x - T . А 、 ， ， _, 
‹х@у) (2) = AG )y (207) = x(0 y (2) + x(1) y (3) 
+х(2)у(0) +x(3)y (1) + x(4)y(6) 
+х (57067) + x YE +x(7)y(5) 
- 2.83960, 
(x$9)(3) = PEOI x(0)9(3) +х(1)у(2)- 
+ — +x(3)g(0) + (49007) ` 
+x(5)#(6) + x(6)g(5) + x(7)# (4) 
=2.83955， 
(х@ (4) = Bx DIA = х(0)у(4) + х(1)у(5) 
m | FW) + (Зуу) +xCDy(0) 
‚о +х(5)у(1) +х(6)у(2) + х(Т)у(3) 
: 22.83915, Ес Е 
1 ` I 
(х9) (52 = A OYGO)D zx(0)g(5) + x(1)9(4) 
+х(2)у(1) + x(8)9(6)  x(4)g(1) 
+ x(5)g(0)  x€6)4(3) + x(7)y(2) 
= 2.83913, | 
(xGy) ()- xU) =x(0)y(6) +x(1)y(7) 


+Х5(2)у(4) + х(3)у(5) + x(4) y(2) 
+x(5)y (3) + х(6)у(0).+ Х(7)у(1) 
= 2.83902, Йй 
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CONT) = У) YB = х(0)у(71) + х(1)у (8) 
十 %(2)9(5) +х(Зуу64) +x) 


‚ +х(5)у(2)+х(6)0(1) + х(7)у(0) 
=2.83897。 


与 为 向 量 形 式 ,有 

2.839747 
2.83971 
2.83960 
2.83955 
2.83915 
2.83913 
2.83902 
2.83897 


2) 利用 卷 炽 定理 求 CO. _ 
385—2b R00), (QOO VES HERE (COO, (Y 093 


+ 
r X(0) 
x- ХО) |- 
хо) | ; 
YO) 
v2 YO наду. 
Yol < 
平 是 由 矩阵 乘法 即 得 — 
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8.90778 

—0.01314 

— 0.02628 

` 0.00004 

"| —0.05254 

— 0.00010 

— 0.00016 
0.00000 _ 


第 二 步 ” 求 Z(k) = Х(К)Ү(К), 


Z(0) 
令 Z=| ZD jg 


pz% 
Z(1) 
2(2) 
Z(3) 
Z(4) 
Z(5) 
.Z(& 
Z(7) 


Z(7) 


由 - 
(x@s) (0) 1 


22.71484 


0.00013 
` 0.00058 


0.00000 | 


0.00231 
0.00000 
0.00000 
0.00000 


第 三 步 ”利用 闻 变 换 求 (x@y)(k)。 


(83000 | тена 


(xy) (7) 
.176. 


ed | HB 


1 1 1 1 1 1 1 1] 
1 -1 1-1 1-1 1-1 
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 
1-1 -1 1 1 -i -1 1 
1 1 1 1-1-1 -1 -1 
1-1 1 -i -1 1-1 1 
1 1-1-1-1-1 1 1 
_1-1-1 1-1 1 1-1 


B 
| m 


722.71484 | [2.839737 
0.00013 2.83970 
0.00058 2.83959 
0.00000 | | 2.83956 

X 0.00231 | | 2.83916 |" 
0.00000 2.83912 
0.00000 2.83901 


0.00000 | | 2.83898 | 

与 法 一 ЖЕ, 仅 在 小 数 点 后 第 五 位 上 有 1 的 误差 ( 舍 入 
误差 )。 由 于 五 变换 有 快速 算法 ,并且 逆 变 换 与 妃 变换 仅 相差 
一 常数 因子 , 因而 法 二 就 方便 得 多 。 在 工程 技术 上 , 欲求 两 个 
信号 序列 的 卷 积 ， 常 常 采 用 这 个 方法 。 我 们 列 出 利用 卷 积 定 
理 求 两 个 信号 序列 的 卷 积 的 步 又 如 下 ， 

Ж (x(k)) 5 {у(К)) (k=0, 1, +, N- 1) 的 卷 积 的 步 
Ж. D 
1. ИЯ XOD, к= 0, 1, ^, N- 1) 5 (g(k), k= 0, 1, 
e, М-1 BJ H 3838 (ХО), k=0, 1, -, N-1) 5 (Y (k), 
k=0, 1, =, N-1}o 

2. 计算 
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200. i xoa 
| 


= 


200). E X(0)Y (0) 
z- z А 
| 


i Z(N - DJ | X(N- DYN- -1) 
з. жашна ИЕ 
aod 1 
(at= 083) 5 [HZ 


结果 就 是 (y) (К), ko 0, 1, =, N- 1). 

在 进行 互 变换 时 , 要 注意 到 二 进 卷 积 的 下 述 两 个 性 质 , È 
们 与 F 变换 中 循环 卷 积 相 类 似 。 

第 一 , 若 设 COO) 8 (Y (0 分 别 为 (x(k)) 与 (y(k)} 
WH HU Sa sss, 


(X(k); I (x(k); 


5 | | 
Hn 

{Y 00) —> (y (095, 

TAGEN (X(k); 与 (Y (GO) Ез 


Z(k)=(XOY) (k) = твар, ия 
ЖА, (Z(k)) БОЙЛЕ (n - MEME 
аюу “> е), | 


满足 关系 式 : ` d 
| 108) SRY) s. (4.19) 
它 的 证 明 留 作 习题 。 
第 二 ,如 果 我 们 定义 长 度 N = 2" 的 信号 序列 бу), к= 
0, 1, ==, N- 1, нё ce 
ROO Ус), "n 
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ЙКЕ (x(k)) 与 自身 的 二 进 卷 积 。 
那么 , 若 | 
DHT _ 
{х(К)} > {Х(К)), 
Ж (x(k)) 的 离散 功率 谱 Pk) = X2(k), k=0, 1, *, М-1, 
将 满足 变换 关系 


Rk) =з» хе), 
这 可 由 二 进 卷 积 的 性 质 立 即 得 到 。 于 是 有 信号 序列 {x(k)}》 
的 二 进 自 相 关 函 数 的 离散 互 变换 就 是 它 的 功率 谱 。 
最 后 我 们 对 第 四 章 的 $4 与 $ 5 作 一 个 共同 的 附注 。 
二 进 移 位 的 不 变性 与 二 进 卷 积 公式 都 是 对 离散 互 变换 证 
明 的 。 由 于 离散 W 变换 (DWT) 与 DHT 之 间 有 如 第 三 章 $4 
性 质 4° 所 叙述 的 关系 , 不 难 将 二 进 移 位 的 不 变性 与 二 进 卷 积 


公式 转移 到 DWT 上 去 。 读 者 可 以 自行 验证 。 


$6 导数 与 逻辑 导数 


ТЕ Fourier 级 数 的 理论 与 应 用 中 ,常用 基本 区 间 [ 一 x, л) 
上 的 完整 直 交 系 
(e, k-0, +1, +2, p 
REZAR 
1 coskx sinkx 
I 7° Jz }, k=1, 2, “ey 
为 了 对 三 角 系 与 W 系 作 进 一 步 比 较 ， 我 们 采用 指数 函数 系 
{es}, 
常 微分 方程 教程 中 曾 曾 明 ， e", k= 0, £l, 62, +6, 是 
一 阶 常 系数 线性 齐 次 常 微 分 方程 
y'-Ày. (4.21) 
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的 固有 函数 。 003 
如 引言 中 所 说 ,普通 的 微分 运算 施 于 W 请 数 的 结果 是 导 
数 变 为 0, 因此 显然 不 能 指望 W 函数 满足 方程 (4.21)。 但 是 
XW 函 数 胡 可 以 进行 一 种 称 为 逻辑 微分 的 运算 , 并 且 有 与 指 、 
数 函 数 系 类 似 的 结果 。 E 
定理 wama EBE — 
р = Ар | (4.22). 
йг BE 58, 3 E р 表示 函数 о 的 逻辑 导数 ,车 右边 级 数 收 
Ж.Ж 
g (x) = > Ë p (x) — Legges}, (4.23) 


为 了 进一步 对 W 系 进行 讨论 ,并 在 更 一 般 的 情形 下 证 明 
EREM, ПЖ p 进 情 形 引 入 逻辑 导数 的 概念 。 

回忆 第 一 章 8 3 例 6 中 的 说 明 ,p 进 群 G 在 所 指 的 意义 下 
与 单位 区 间 [0, 1) 之 间 构 成 一 种 对 应 ， 因 而 粗略 地 说 ,，G 与 
Со, 1) 可 视 为 同一 的 。 因 此 ， 若 无 相反 的 声明 ， 我 们 把 G 与 
го, 1) 视 为 同一 进行 研究 。 

:现在 定义 G= [0, 1) 上 的 实 值 或 复 信函 数 f(x) 的 逻辑 
导数 。 

对 整数 p>4, 令 复 数 Ar= AP, j= 0, 1, =, р-1, 由 
方程 组 . 
SS AgM-k, k-0,1,2,, p-1 (4.204) 


f=0 
确定 ,其 中 四 = ехр(2лі/р), 
可 以 证 明 , 满足 (4.24) 的 复数 А, 有 表示 式 
`Ao(p) = (p - 1)/2, (4.25) 
A;(p) = wif (1— w), jz1,2,-,p-1. ` 
考察 G 上 的 函数 f(x), 车 对 于 一 点 x€G， 和 式 
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Br {S 09771] (4.26) 
34 Nco 时 收敛 ， 则 称 极 眼 值 为 £00 在 点 x 的 p gu 
йан eom (реро, р 00 
1007 Sp [Stop], 
若 视 x 在 G 上 变动 , 便 订 以 象 遂 常 那样 定义 逻辑 导 函 数 。 
| 还 可 以 考虑 和 式 (4.26) 按照 某 个 函数 空间 的 范 数 的 极 
限 。 例 如 考虑 范 数 空间 Zia， 范 数 规定 如 常 。 对 fele 
当 N—=co 时 ， (4. 26) Ж Lion 的 范 数 收敛 于 同一 空间 的 一 个 
元 ,; 记 成 f д, 0,59 ик: Ж f k л poEYXNENSEN, 
用 极限 式 表示 ,有 
in| 5: [51 КОО -re) | =°, 
在 不 发 生 混淆 时 , 把 P G0 шг, 也 简 记 为 1*(x)。 
3$ p-2 时 ,可 与 [3] 比较 :由 (4.25) 求 出 
| A2) 21/2, A1(2)= -1/2, 
等 式 (4.26) 成 为 Е 
KORPE Heo --ие®з у}, 
恰 是 (4.23)。 可 见 [3] hit BEBE BESORGT УШЫ 


导数 的 特殊 情形 。 
下 面 证 明 由 (2.43) 定 义 的 p 进 W 函 数 


Wa(X) = exp 281 mO), n= 0, 1, 2, +, 


E — BE 8E 9 C7) E (4 22) RO EI Ж 
事实 上 , 作 和 式 


Sr] 5! Aw aD}, 
1, = 17%и , 
e 1810 


令 . 
Tee Атр), 
由 W 函数 的 乘法 公式 (2.18) 得 

I= Si Алу, р!) 


一 
= z Аум, (хум, (Jp 1-1) 


=m) 2 Ат р), 
1818 (2.43) 5 ADE 
wp) = "UP nO Gp) 
| = exp ( 77 M jna)s ©, 
+ 
p—1 
L= W(x) 23 At 
= W(x) (A+ Аут A0 4 +» + A, 0009719) 


zW)* Las 


上 式 最 后 一 步 是 据 А, 所 满足 的 方程 组 (4.24) 得 到 的 。 寺 是 
2» > Apu Jp] - wn 
= W(x) лр, 


但 由 

es lim л. p= Èn- n 
pBh “ 

lim ies Ajo jp = m), 


从 而 Ww BE у(х), n= 0, 1, 2, +, 满足 一 MERMADA 
{4.22) ` ， : 


е ItZ 5 


(w, (х) = nw, (x), 

XE ЖЕНИ УУ iC — Bo 3838 90712 (4.22) АН ЖЖ, 

至 此 我 们 对 三 角 系 与 W 系 已 作 了 初步 的 比较 。 读 者 不 难 
看 出 , 这 两 种 函数 系 的 类 似 性 是 有 其 实质 原因 的 , 那 就 是 指数 
函数 系 与 圆周 紧 群 [~ m, 73 的 特征 群 相对 应 ,而 W 函数 系 则 
与 ? 进 紧 群 G 的 特征 群 相对 应 (第 二 章 8 3 和 8 6)。 在 圆周 紧 
PC-n, л], 运算 “+ ?就 是 普通 的 实数 加 法 ， 而 p 进 紧 群 
G 的 运算 却 是 伪 加 Ө» 如 果 我 们 把 与 圆周 群 有 关 的 内 容 称 
为 循环 系统 ,而 与 p 进 群 有 关 的 内 容 称 为 p ЖАИС Ж 
统 ), 那 么 指数 函数 系 (因而 三 角 函 数 系 ) 与 W 函数 系 怡 好 分 别 
构成 两 个 系统 的 基础 。 

关于 指数 函数 系 与 W 函数 系 的 进一步 知识 ,读者 可 参看 
第 六 章 。 那 星 将 讨论 局 部 紧 群 G=[0,， со) 上 的 W 变 式 的 一 
些 性 质 及 广义 逻辑 导数 。 


§7* 逻辑 积分 


上 一 节 介 绍 的 逻辑 导数 D+f 是 否 也 象 普通 导数 那样 有 有 
WAR, 即 积分 运算 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 

在 第 三 章 $ 3 中 已 定义 过 p=2 时 两 个 在 [0, 1) 上 工 可 
积 函 数 的 多 辑 卷 积 。 这 在 任意 整数 p>2 情形 是 类 似 的 。 

对 于 整数 p>2, W J € Li: 421, 5 g€Lu,» Í Hg 
的 逻辑 卷 积 1699 定义 为 | 


GODA = | Fauw gudu = (4.21) 


当 g=1, p=2 时 ,就 是 第 三 章 §3 中 的 定义 (3.24)。 
在 第 三 章 8$3 定 理 2 的 证 明 中 曾 指 出 , Арр=2, 5f 
e 189 e 


2€ Lo, BF, A fg ELw,1j。 现 在 证 明 
-定理 ЖЄ л, 1<@<о, 9610 y, MI p BE Ж 
18g WF Lt. 并 且 满 足 
176911714181. — 
”证 只 须 证 明 1<q< co 的 情形 .由 Holder 不 等 式 ,并 引 
Ж q КАНЕ а'(1/а+1/9' = 1), 得 


| 0®) (х) | = f {Өш шэ | 


«f. |j (xOw | i1gao |du | 

- Í lG eu) | |g) |1% |g(u) | du — 

«|f, оошсо еа)" 
[осо Pau 

ИВ! 

ka х i исо lae" , 

Vregh- lf. eneo) ° 
<A, lgcola ^ 
Е x [f'asf treo loeo аш"... 
= [dl ilf | Ig |du recen] 


= [4 |. [£60 [dx 
Means T, P 


1/@ 


ка 


+164 à 


这 里 用 到 
f, feo pax | ro Tan, 
将 在 第 六 章 给 出 证 明 ( 见 (6.11) 式 )。 定 理 证 毕 。 


为 定义 逻辑 积分 ,考察 基本 函数 
W,(x)=1+ 5+ wi(x)e (4.28) 
BA Wi 的 W 变 式 为 
1, k-0, 
ЕН 0, (4.29) 


我 们 将 在 G= [0, 1) 上 的 函数 空间 X(G) 中 考虑 函数 
Wi(x) 的 一 些 性 质 ， 这 里 X(G) 表示 G 上 的 连续 函数 空间 
C(G) йа Ж (1a o) L 可 积 函数 空间 ， 其 上 的 范 数 定义 

[/Їс== [сеу = тах |/(х) |, 


或 B 
= Elo - Tf reo ras P. 


Wi(x) 具有 下 列 基本 性 质 ， 
ER 1° W,(x) ЄІ(С), 
性 质 2” Жр, H D"f€ Х(©),]^ (0) = 9, ÀJ - 


W,GD''f- f, Uc а. 30) 

性 质 3” 若 feX(G), nj 
D'"(WiGf) = f, І (4.31) 
证 为 证 1°, 我 们 引入 函数 эз 
Wis(x)-14 Ж imo, LU (4.32) 


v 85 е 


利用 Abel 求 和 公式 (参看 第 一 章 8&4(i) 
Xi > U,(7,- эу) +U,u,, 


WE U,= Siu 于 是 Win(x) 可 改写 为 


1 
k+1 


1 
р"-1' 
a (4.83) 
其 中 DG) = $3.00, (参看 (2.25)), HAEL 
J B 338 n, m, 使 满足 2>m, Ш 
pP- 
Wia) -Wila = D Dis GO 


)*2-co 


р"%—2 1 
Wis = > D(F- 


_— 1 _ 
k(k+1) 


+ Den (x) _ Р(х) 
'-1 IE 


因为 由 忆 核 的 性 质 ml 
f [Dj (x) |4х=1, f [D,G)|dx-0(ogs), s=1, 2," 
故 Ы u ` | . 
[Wi, ~ Wi eli = f. Wi GO 一 Wi s [ах 
27*-- Ik 1 1 
< уе "рс! рис. 
3⁄4 m, n—4o Hj, 
于 是 (Wi (0) 是 L(G) 中 的 基本 序列 ,由 LOG) 的 完备 性 ， 
刀 存 在 一 个 元 g € L(G3, 使 
fim | 11,60 8:69 [dx= 0, 


9, 


S 
figi (4.34) 5 
coL WRA eo |< Wia) -a ldx, 


э 186, 


ЖА п-> oo, 98] 


1, К= 0, 
^ = 
gi(k) Н кзе0, 
这 恰 与 (4.31) 相 同 ,因而 由 友 变 式 的 唯一 性 (第 三 章 8 3 定理 
1) Ж WiG = (х). AT 1° 证 毕 。 
对 于 性 质 2°, 可 先 由 Df € X G) 证 明 等 式 
(DTI (т) = тјА(т), тя 0, 1, 2, o (4.34) 
LEM | 


|5” [S aree n]- (pf) elu 


x(6) 
М->со 
与 
[Br [2 Ato H m- etw |. 
<| Ўр [лоф }- (p) co], 
A 
d 
lim [3 X [Siro 5|] eo 
= (D'"f)(m), т= 0, 1, 2, + 
但 


[Er [лафет 
&=0 4-0 
N p—1 
= Хо [57 Pay.) 
k=0 


= JA (m) > р* УА штен јл (т) Xm. р", 
34 Noo 时 ,极限 为 nf), 从 而 


(D'rf)^(m) = mf (т), т=0,1,2, ө 
就 是 (4.36)。 | 
$ рј= 9, (4.36) 化 为 
| ш gr Cm) = mf^(m), 
再 由 gEX(G)，W1EL(G), 知 Wi@9EX(G)。 于 是 据 W 
变 式 的 卷 积 定理 , 求 卷 积 得 . 
(WOD = Wi (g^ (m) 


[n ит] (т) = fm), тб, 
1 .0= 0, m=0。 
这 恰 与 了 的 W 变 式 相等 , 据 唯一 性 定理 便 得 
f -Wi60g = W1&(D'Pf), 
性 质 2° 证 毕 。 
最 后 证 明 3*。 从 恒等式 
Эл wp Фр} 
?WON GDJp ›}- (х) 
= Spm (万 X) — f(x) + (GF, (х) (4.35) 
出 发 ,其 中 | 
- ` ° om cf» 
Рх) = Sip | УА ор) }, 
而 Wi" (x) 是 这 样 的 函数 , 它 的 W 变 式 为 
0<<K< р", 


0， 
Wí (т) ул К) = 4. 
( ) (k) = СЕН р"<К< oo (4.36) 


恒等式 (4.35) 可 由 求 等 式 两 边 的 W 变 式 , 并 利用 变 式 的 唯一 
性 得 到 , 我 们 把 这 个 证 明 留 作 习 题 。 

于 是 由 (4.35) 在 生 (G) 中 取 范 数 得 
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| Б p [S AW G&D oir] - rol : 
fes £= X(G) f 
x[Sj Gio 7 f00] xo HEGDE C) | xm, (4.37) 
下 而 证 明 当 mo 时 ,(4.39) 右 边 的 两 项 均 趋 于 0, 
因为 C EM 
Siml x)  f60 = | («O0 - 160)0,(041, 
Æ X(G)-L*G), 1«q«co, #JJBJ` 3 Minkowski 不 等 式 


18, (fs х) — f(x) |, 
- f f. n ГӨР) - fx) JD, (dt l'a" 


ЧИ uoco- at" 


1/pm 
< f. Jf xO – foo |, pritszocf, 1/57, 


XX Ho (fy 1/p7) Y f ELG) 中 的 p 进 连续 模 ( 见 第 四 章 $1 
定理 4)， 
o(fsl/p- sup |fC bD -fCOla? 
lè i<1/2™ ` 
BA m—oo Bf, olf; 1/р")->0„ 
Ж X(G) = C(G), 同样 有 


15,150 - F i= max ||" toon - 70920,04 


1 
9 


«of, 1/p»n. 


/pm ^ 
«max[ IIt) – F(x) |D,e(t)dt ` 


故 总 有 


IS, 012-7 fC2]xo790, т-во, 


1) заа С) la 表示 函数 f(x) fk Lt Н, XeRIEBOSEHRERC. 
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осше cca Алыш ranas кише аалам aasan RR o PME OR tune som an par We c ORTI aer mr mentem emm 


ET 24.39) FRH] GF (о) o: 引用 1 的 n 次 最 
ESTR Pm 得 B Е 
| [fF ol xo < EN M T рио + Ер, о» 
不 难看 出 


Ir Sr [S gpl] 
87-0 429 ИА 
«[S [mense 
由 于 jgj] = 0(p-m) (参看 [33) 故 
Iris [Si luem 2077 <м, M 为 常数。 
(F,@p,) (x) = LEOTE ET 


= fro S] a,w,(xOu)du 
= > aw, |, Fa Wa _ 
| =F a,FAG)w,GD, _ 
H F,(x) 的 定义 知 当 如 充分 大 时 FA(r) = 0， 因 此 只 要 取 m 
足够 大 ,就 能 保证 [ Е„әр, [хе =.0。 因 而 性 质 3° 证 毕 。 
性 质 2" 与 3° 表明 都 积 运算 Wio 1383 is D 
互 为 道 运算 。 如 果 定义 
Гук) = (WI@N x) (4.38) 
为 了 的 逻辑 积分 ,其 中 W (xy 由 (4.23) 给 出 * 则 可 把 
ГЈ -Wi&f 
视 为 一 阶 逻 辑 积 分 算 子 。 高 阶 逻辑 积分 可 用 归纳 法 定义 或 和 借 
助 于 函数 WOO 建立 ,这 里 


»190 = 


у, (х) =1+ Xi Wi(x)， r=2, 3，…。 (4.39) 
k=1 


可 以 证 明 ,在 一 定 的 假设 条 件 下 ,有 


与 


D(W,@J) =] 


W,@D “f = f, 


因此 r 次 逻辑 积分 可 定义 为 


о 0 N o 


га АСТМИ (4.40) 


3 ш 


. ЗЕ A.6 55 (4.7), 
. Ев 


Лбх) =созлх, 0<x<1, 


х, (xxl, 
5 Ло) = 


1 
1-х, ө <x<1 


的 Fourier 谱 与 Walsh 谱 。 


。 试 证 DFT 对 循环 移 位 的 不 变性 。 
， 试 证 DFT 对 循环 卷 积 的 公式 ,循环 卷 积 的 РЕТ T 等 于 各 个 函数 


的 DFT 的 乘积 (定理 1)。 


。 任 何 三 角 多 项 式 (周期 为 2т) 的 Fourier REECH., 对 于 


于 级 数 ,类 似 的 论断 是 否 成 立 ? 


。 试 将 函数 的 Fourier 级 数 与 W 级 数 的 (ce, 1) 求 和 进行 比较 。 
. 试 对 p 进 情形 ,讨论 连续 变量 情形 的 卷 积 定理 。 
， 试 证 恒等式 (4.35)。 


试 证 系数 40Р), АР), +, A COD) 的 公式 (4,25)。 
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快速 Walsh 变换 与 Walsh 
函数 的 某 些 应 用 . 


快速 W 变换 如 快速 Fourier 变换 一 样 ， 是 对 变换 设 
计 一 种 算法 ， 使 节省 原 变 欣 中 重复 运算 ， 从 而 提高 计算 的 吕 
Ж.ж 81 55 82 介绍 快速 W 变换 (FEWT) 与 快速 Hadamard 
变换 (FHT)。 除 了 给 出 算法 外 ,还 给 出 它 的 证 明 。 后 一 部 分 ， 
即 §3 与 $4, TAW 函数 的 应 用 概况 以 及 在 多 路 复 用 ,信号 
处 理 与 数字 电路 中 的 某 些 应 用 ， 使 读者 对 这 方面 有 个 初步 的 
TR. | . 


$1 WERS H REB XR 


考虑 离散 信 号 序列 xy Xo …， xz- 的 W 变换 ， 由 第 三 
4:83 知 变换 与 逆 变 换 可 分 别 表示 为 
4 y -LWix (5.1) 
与 р 
| az r [Waye (5.2) 


我 们 的 目的 是 要 为 (5.1)、(5.2) 设计 快速 算法 。 因 为 如 
BUE PESE, [W]e 将 复 进 行 (2")? 次 加 、 减 运算 , 当 n 
很 大 时 ， 即使 使 用 量 级 很 吝 的 电子 计算 机 ， 也 要 花费 大 量 时 
亲 ， 这 当然 不 符合 科学 实验 与 生产 实践 的 要 求 。 为 此 必须 对 
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579) 505.2) 91И. 0D 

由 于 [Wzw] 没有 简明 的 递 推 公式 , 对 设计 算法 来 说 是 有 
一 定 困难 的 。 但 在 第 三 章 $4 中 已 指出 ,与 CWzn] 等 价 的 
[Hin]， 却 有 递 推 关系 。 只 要 对 [Hz 了 有 了 快速 算法 ， 利 用 
[Wn] E EH] RRR ETAR SEI W 变换 给 出 了 
快速 算法 , РЕЗ qh Bj 8036 Ж. … : 

在 第 三 章 $4 中 pan H 变换 及 其 逆 变 换 的 表示 


=н] E (5.3) 
与 | 


ip. _ (5.4) 


此 外 ， 第 三 章 §4 "m 4° 中 证 明了 CW] 5 СН.) 的 关 
系 可 由 反 演 的 Gray 码 提 供 。 若 To 夷 示 这 样 的 变换 :把 年 阵 
А = [ou] 的 第 大 TOUR (аы аы ew Du = 2" 经 初等 行 变 
8238 JOE J-GOD, k=0, tyes N- 1, 所 得 矩阵 
记 为 B= [bu], ш 

В=Т,А, 

显然 три То! 是 存在 的 :把 矩阵 B 的 第 行 元 素 
(by bn + Dim) 经 过 行 初等 变换 移 到 第 k 行 ， 这 里 k= 
G-J), j=0, 1,…, N 一 1。 并 且 还 可 具体 地 写 出 С) 
的 表示 式 。 | | 

令 k= (ceci) Ka ka ka), 
则 k= (ko kai » kon Kip, 

С) = = 

(ko Bk. (D: „Фк. ka pk. 1^ QQk qu ka ФЕ; ko) 

(BL (1.8)), 这 里 记号 CODER J ЁЁ Gray 码 变 换 , 即 对 
G-!(7) 取 Gray 码 时 得 jo | 

利用 变换 Tu, W 矩阵 与 H 矩阵 的 关系 可 表示 为 
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2 sauce qu cortas rp anar рр RR amos аср ерее тда чете tci 


[H] = Теге] (5.5) 
5 i 
CWn] = To! L Hz]. G.6) 
这 样 , 若 欲 对 离散 信号 x 施 以 W 变换 ,可 利用 

| V=LWa]s= {T3 [Hx TgHECHe]x), (5.7) 
即 先 对 x 进行 H 变换 ,再 作 СНЛ 关于 To B838 253 08 n 18 
到 预期 目的 。 

此 外 , 车 先 对 x 施 以 变换 To, 然后 对 所 得 的 新 信号 序列 
施 以 二 变换 ,也 可 达到 同样 目的 ,了 即 

у= ГУ] = LH]{Tox}。 (5.8) 
我 们 把 (5.8) 的 证 明 留 作 习 题 。 

由 于 W 变换 与 坟 变 换 之 间 的 上 述 关 系 ， 因而 这 里 只 对 H 
363 ik, TM TORIA ERRESA 
其 证 明 。 现 在 以 n=3 的 情形 为 例 对 快速 H 变换 方法 加 以 说 
BH. 

# п= 3, T EI CB S PIE KEE N= 22-8, H HE МАШ 
2479 8 阶 方 阵 , 即 对 高 散 信 和 号 列 

Хо, Xis tt» X7 


施 以 [Hs] 变换 。 把 信号 列 写 为 列 向 量 形式 
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x 经 过 互 变换 后 所 得 向 量 为 g， 


у= [Hs]x, 
为 设计 快速 算法 ,我 们 把 [H , 写 为 三 个 方 阵 之 积 
- H; _ . 
Нь] = Нг 
CHa] =1 н, 
| H, 
Г, I; | 
L -kL м l 
х IL 1 p a] (5.10) 
_ I; -1 
1 1 
其 中 me al 


分 别 为 二 阶 与 四 阶 单位 方 隆 。 G. 10) 式 中 未 写 出 字母 的 地 方 
都 是 0。 [Hs] 的 这 种 分 解 的 证 明 放 入 第 开 $2, 作为 一 般 


情形 的 特例 而 得 到 。 
据 (5.10)， 
H; 
y = [Hs] = B 
_ H; 
hk k 
I; -i P ,| 
x х 
Lk I; L 一 了 
lL 一 了 2 


“=, 


рны, NEAR [7 
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i 1 
1 1 
L d | 1 1 
x= 
u-u] |i -1 
: 1 —-1 
| 1 -1 
_ 1 -1. 
u Xo 7 xotx 
XI XI 十 X5 
X2 X2 + X6 
. Хз X3 + хт 
х = А 
| X4 хо X4 
Xs Xj — Xs - À . 
% X2— X6 B 
2X X37 X1 
其 结果 就 相当 于 把 向 量 x 分 为 两 个 向 量 
[x 
х? = EI 
X» 
Xo Е ЕЯ 
х xs 
其 中 = : ‚ X2= , 
X2 Xe . 
‚| _ Х1 


Асн [zl P : fJ- E 
02 X2 ü 1 -1 х, -| Xi— X3 , 
I Д 
《| > 就 能 表示 为 
-L 


I I x 
i MEL |=. 
1, 一 I, X2 


I; I; 


lı 


第 二 步 是 要 对 x! 施 以 1“ 
- 了 2 I; 
| _ I; -1 
-1 1 - 
1 1 
Fh hk 7 1 -1 
BT I. L, 1 1-1 
L h 1 1 
- I -I 1 1 
1-1 
_ 1-1 
xotx, | | xotx tx +x | 
Xi + Xs Xi + Xs + X3 x1 
X2 + Xe Xo + X4 — X2 — X8 
x X3 24 = X) + Xs — Xs — X1 
Xo 一 X4 Xo — X4 + X2 — Xg 
хі xs | Xj — Xs + X3 — X1 
x= x | Xo — X4 — X2 — X6 
X3 — Х| X1 — Xs — X3 + X 
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这 一 步 结 果 相 当 于 下 述 运 算 ,把 x 20 IUE 


- 57 
aal 
xl , 
AN 
其 中 a- [7]. afite], 
[Аа +5 Хз TX 


FEW 


жаттай 了 = | "| 的 两 个 元 素 н b, nina 
积 的 定义 ( 符 阵 的 张 量 积 运算 的 见 第 三 章 习 题 和 ), 可 以 定义 
Th H: b, 
ече ТА 


b; H: b; 
н, CEE” | 
"Lu xi- эй 
" H xil| | xitxl | 
2 xl x1 — xi 
一 4 4. 37X4 _ 
那 就 惟有 
"Is I; = н xi 一 
h -h OO | E: 
xl=x2= Hal = | e-a А 
I; 2 H 2| 
h -h | . tka 
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М Н; 
Ж-лар еШ PE 。 由 于 


Н; 


1 1 Xp + X4 + X2 + Ke 
1-1 | Xi + Xs + X3 + X 
1 1 Xo X4— X; — Xe 
1-1 mI XI 十 X5 一 Xe 一 2XT 


` `. 1 1 MEE Xo— X4 X2— Xg 
1-1 - X) — Xs + Xs Ху 
1 1 Xo 一 X4 — X2 — X6 


“1 —1 | | Xi— Xs— X3 + Xq _ 


Txotxa +Х;+Х6+ XitXst Xt+ Xr 
Xo + X4 + X2 + X6 — XL Xs — X) х 
Xo t X4 — X2 — Xg + XI + Xs — X: — X 
Xo + X4— X2 — X6 — X) — Xs + Xs + X1 

| xo— xtX- X6 + X7 Xs Xy ху | 

‚ Xo — Xa + X2 — X8 — Xi + Xs — X3 + X? 
Xo — Хе X2 Xs + X1 — X5 — Xy X 


_X0 — X4 — X2-+ X6 — X1 + Xs + Xs — Хт | 


同 前 面 两 步 的 方法 一 样 , 这 一 步 也 相当 于 把 <° 分 为 八 个 分 量 
«240 • 


+ 


其 中 i x3 = xo t 4 + Хо Xe 


X3 = x, + Xs + Ху Xt, 
x3 = xo + X4 — X2 — Хв» 
x4 = Xi + Xs — Xs Xt 
x? 


并 且 把 
xi M 
PM 
"х2 xi 
| M ч | M 
看 成 四 行 一 列 矩 阵 
€1 
ez 
c= 
©з 
_ ба. 


的 四 个 元 素 с, cs, cs 5 co 则 有 


Tore 
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аз › H,® C2 _ H,c; 
=н;@х (t Сз g H;cs 
C4 H;c, 
xi] хі рх? 
ИЕ 
x Xxx 
m xi х + х2 
? xi х2 - хі 
ве | o————-—---——. = | , 
|| | «ex 
H2| ， 2 _ 2 
L2 | a 
a x24 x 
ZIP 
_ X8) ) | а-ә | 
FERA 
-H, 
H; 
= = x? 
U [Hs] x H 
_ H, 
Z т 
M 
MINE 
xi 
uM 
xi 
I Ет, 
H 
| xi 
H 


据 以 上 分 析 , 可 知 对 x NELLE AERA [Hs] 时 ,可 代 之 以 
y = Н.®х = HD!) = Н›®Г[Н›@‹(Н»х%)]1„ 
е 202 • 


因此 ,新 算法 可 分 为 三 步 进行 。 
第 一 步 ,把 分 为 两 个 向 量 "| И | 计算 xt Hae, 


X2 
这 一 步 共 有 八 次 运算 , 其 中 四 次 加 法 ,四 次 减法 。 
第 二 步 , 把 上 一 步 计算 所 得 的 结果 x! 分 为 四 个 向 量 


计算 x?= 五:@Ox', 这 一 步 也 有 八 次 运算 ， 其 中 四 次 加 法 四 次 

减法 。 

第 三 步 ,把 第 二 步 计算 所 得 的 结果 x* 分 为 八 个 向 量 
Ta 


х3 | 

HA y = añ = HI, 也 是 四 次 加 法 与 四 次 减法 。 

由 此 可 见 ， 按 新 算法 求 y= [H Jx, RE 3X8= 24 KB 
F, ЕЕЕ КЕЖЕ ЕЛП 8° 64 次 。 

上 述 算法 的 流程 图 如 图 5.1, ФВ 
算 , 把 第 尾 所 指 的 两 个 量 相 加 ;虚线 箭头 表示 减法 运算 , 把 第 
尾 所 指 上 面 的 量 减 下 面 的 量 。 

» 8934 


= g= = 
1 I yo 
“~ 
= >Z ГА 
3 ys 
E Уә уә 
a ~ ye 
= 一 -一 全 全。 ys 
= - ye 
~ 
м 
E 一 一 一 一 一 -er 


图 5.1 


说 明 ， 例 如 x! 的 第 五 个 分 量 是 x- xi, 
x° ВУКА xi — Xs + Xs — эд, 
又 如 如 的 第 二 个 分 量 是 o + x, + X2 + X8 — X1 — Xs — X3 Хр, 
x 的 第 七 个 分 量 是 xi — x4 — x + уха X 
在 第 四 章 $ 5 rh, 曾 用 矩阵 乘法 求 向 量 


7 1.10194 ^ 

1.10528 

1.10888 1... 
DO Oatu ° 1.11186 
1.11514 

| 1.1184] | 

SIM 1.12168 
| 1.12493 
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的 五 变换 , 那里 共 作 了 64 kl Ж, 现在 用 快速 算法 求 
= [Hx ]x, 
第 一 步 ， 把 x 分 为 二 个 向 量 


于 是 


第 二 步 ， 


于 是 _. 


1.10194 ` 1.115147 
_| -1.10526 ОГ. 11841 
1.10856 | ^^ | 1.12168 
| 1.1H86 _ | 1.12493 
х= Нух = | = = | 
-x 
T 2.21708 ] 
2.22367 
2.23024 
_. 2.23679 
0.01320 |° 
— 0.01315 
0.01312 
_ = 0.01307 
把 x? 分 为 四 个 向 量 
a= | 2.21708 } 
2.22367 
"x [2 s] 
2.23679 
a= BË -0. aen], 
0.01315 
= [` -0. а! 
| 0.01307 


a Se 


4.44732 | 


4.46046 
alexb 7] | —0.01316 . 
al- хї — 0.01312 
Н i | | 0062 P 
х1— хї — 0.02622 
— 0.00008 
— 0.00008 


' Жы}, dB x? 分 为 八 个 向 量 

: xi = [4.44732], 
хї = [4.46046], 

x2-[- 0.01316], 

74-17 0.01312], 

= [— 0.02632], 

ALL 0.02622], 

xt- [ — 0.00008], 

x£= [- 0.00008], 


TE | 

T афа T 8.90778 

xi- xi — 0.01314 

xb — 0.02628 

xb-a — 0.00004 

у= H,@ = “yal | | —0.05254 

xi-xj | | —0.00010 

x+ — 0.00016 

xi-xà | | 0.00000 


如 果 用 图 5.1 BE XS ЩИ, HAPEN 
WAR. IH Аи, SPE 8 5 的 结果 相 比 较 , 二 者 完全 一 致 。 
但 这 里 的 运算 次 数 只 是 3x8= 24 次 。 

$2 ВЖ Н 变换 (ЕНТ) 


本 节 对 N= 2 у НВО H GERENS, 这 里 


n=1, 2, 3, a x! 
先 把 FHT 算法 的 步骤 列 在 下 面 ， 
1， 设 所 给 2" 维 向 量 x 为 ee 
- x 
Xi 
х= : А 
— Х2%-1 


Ex 分 为 二 个 向 量 xi, ж, 


x | T Xow- 


Xi X29-141 
х= . ‚ 2 二 . 9 
е * 
| X202] _ X25-1 


每 个 向 量 的 大 小 ( 指 分 量 个 数 ) 为 * 的 一 半 , 即 2 
计算 


并 记 为 x!。 
2、 把 x! 分 为 四 个 向 量 i, ah 又 , ai 每 个 向 量 的 大 小 
X xd 1/4, Bp 277, 
* 202 e; 


E 


TS ^ xi] | xti | 
x; | | xi- 
Hx! = H, id d.a 
3 xs + Xa 

„ха! ajea 


并 记 为 xz。 
i3. 重复 上 述 步 又 ， BRE k 步 已 经 完成 。 结果 为 w*， 则 
第 k+1 步 作法 如 下 ， so | 
把 x* 分 为 2**1 个 向 量 x$, X$, +, дра, 每 个 向 里 的 大 
ДУ x tg 1/251, BB 217*71, 
计算 


Н›фх=нН;®@ si 


Жа | 
1. ха 
н [xt poo xbt xi | 
o 1 xk хк k 
1 172 | 
k k 
H | xi] xS xk 
2 ， 
k k 
= х; | = X37 xi , 
£ оГ f H хб РД + Хы 
2 
хи _ Б 一 Xa d 


le 208 • 


v 


并 记 为 x**!。 
4. 按 上 面 步骤 继续 进行 , 直到 第 步 ,把 第 n— 14s 
Ж xn! 43g 27 А8, 1 ХЕ x 1/2", 即 1, 
计算 2 А 


al 


H:a"? = Ha 


хз + А21 


| Xl ~ Xl 
这 就 是 所 要 求 的 结果 y = CHo e, 


现在 来 证 明 上 述 FHT 算法 的 正确 性 。 
ИЛИНЕ PE LH] 可 分 解 为 n A777 EE BS] PU, Ш и 

个 方 阵 的 每 一 行 都 只 有 两 个 非 零 元 素 。 
de A p WES FS W [Hz] 有 如 下 分 解 
| е 208 а 


тиа поа — wama 


273 ^ 


I; I; 
I — IH. 
x 
TM 1 


Ia І, 


Ij 一 了 2n-: 


` fame» 


I4 一 l4 
I. T yw-s 
I4 = I __ 


| n- 1, 2, 3, ^, 


(5.11) 


ado 


证 用 归纳 法 证 明 。 
据 和 矩阵 的 裂 块 乘法 ,可 作 下 列 运 算 , 当 n=2 时 ,有 


H, H, H, L 1H 
[Hale] z: aur ul Lh -hL } 
因此 (5.11) 对 n=2 成立 。 
现在 假设 n= 时 (5.11) 成 立 , 即 


| H2 | 
[Ha]- a ANS 
. H; 


Ina Ipa | 
Ins — Ina Ini Ima] ` 
"EP 
Ixa —Ina f а 
Jt k + mIRE 
利用 矩阵 乘法 的 如 下 性 质 
| Ais A, 


-— 


.[^ а | А: sr ,| P 


其 中 Aj B, (Ј= 1, 2，…，1) #655 [8] Er 73 & 
于 是 由 [Hzw 1 B3 EX 5 (5.12), 18 
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мй Ted + rty 


з-40ү-т-42ү r-r 
dsl ul Ta2T r-4ëT | [er H Va. бү — ar x 
«бт wer rag-rag eH ыч 了 
iag таб | eH] ` 
I- І Z 
per-e 3T 37 F 
er se | ау E 
sr ё H 


TAT- A427| 
1-437 таё] 


4212 4 


BG.IDXpnskld) 3n. 
从 而 (5.11) 对 一 切 n 成 立 。 
注意 到 


B “Ыш | 1, | 
н,-н,| “| bl h -h 

[y n p | | 

|; -h | H, ) 
因此 在 上 述 证 明 中 只 要 改换 一 Т ВЕЗЕ ВЈ, 就 可 得 到 
(5.11) 的 另 一 种 形式 | | 

ма dpa 

Ia | Ia — Fan- 


Ia 一 І,„- 了 Ia I; ` 


. | I: ~ Ew | 


[Н;»] = | 


І, 14 L; 1; 
LL —- | LL -12 


x 


| 213^ I | I, , 9172 К \ I 12 


° (5.13) - 


根据 (5.11) 式 , 便 可 证 明 ЕНТ 的 正确 性 。 
考虑 离散 信号 列 Xos Xis "°, X21, 写 为 列 向 量 
. 213 ° 


EE 


_ Хо» _ 
&у=[Нь]х„ NF. 
第 一 步 ， 把 x 分 为 二 个 向 量 


X, 
X2 


每 个 向 量 的 大 小 ( 指 分 量 个 数 ) 为 272= 271, 


xg 7 X2»-1 
x, X2n3i.1 
х = . » х= . ° 
zma _ Хә» 


我 们 定义 x Н, 变换 后 的 结果 为 


х 1 1 +x; 
x= Н, = H, | ™ |= | | x | ^ X; А 
X2 1 -1 X2 X = X: . 


Га I; 
这 相当 于 对 «mul Loon | 因为 - 
. 2-93 7 4 29-1 
一 1 1 一 
1 1 
À BEEN 
Я Ima Izn- | _ 1 1 | x; 
Ia 一 Ij» i 1 一 1 
1 -1 __ X25-1 
1 -1 
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Xo 十 Xan-s 


_ X26-i-1 — 5021 _ 


第 二 步 ,把 * 278 UA 5] АЕА 2771/2 = 277, B] 


i- 
X; 


хі = 


|. Xa 
1 1 
其 中 [$ =t ева, MESS 
变换 的 第 二 步 定 义 为 


| 
"TREE | 
| 


Ë 
се 
t GA 


= xl + 
_ xj- 34 
这 恰 相 当 于 对 x! 施 以 下 述 变换 = trIt 


| 
| 
Io 一 Ia | 
1 


x! 
Tin-s Fons 
Гама — [эз 
21 1 | | 
1 1 
| 1 -1 MEE 
xi | 
1 -1 xi | 
I 1 L xb | 
1 1 |-*%- 
1 -1 7 
_ 1 "24 
xl+xl c | 
_ xl- x} 
"шлш C 
ai- 33 | | 
HE LEMUPE, BES k EZAR, ARA x, ШИЖ 
Е+1Ж{ЕЖЕЕ: _ 
pt at Ax 2\1 AU AREAS AOI 2, 
E xi — N 
I A. 
xh = l А 
' Í айыз 
一 Xn 


变换 的 第 k+1 步 定 义 为 
*216 + 


РЕ 
_ х1 аы _ 
这 怡 相当 于 对 х dti+3n F 2548 
Pr I; 
I; -dwaa 
"e x! 
I 2n-k-1 I 29-51 


D. 一 Ic 2n 


43917 4 


хы + Кб 


хн _ бан А 


нА Т, ВЈ n 步 , 把 x71 2379 2" 4 JR КИЛУ 
yg 277-21, 


变换 的 第 n 步 定义 为 


« 218 « 


i 


и = х"= HQ"! = H,@ 7 


X12 
| хі 
xy] Xt 
H, 
x2 xpi д1 
= : n = : $ 
жїзї, хах, + А 
2 
х1 _ x NX 


这 就 相当 于 对 xU! TG 1D pA — 7E PERO SR HS 


=н, А | 
H; va 
MEE 
L. Н; 
-1 1 ~ 
1-1 x$7 
1 1 zr 
- 1-1 Po 
cuo | 
1 1 xi. 
1-1, 
xpi aT 7 
xaxa | 
= uu | 


+ ° 
х1, xD. 
一 Mr | 
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做 完 最 后 一 步 后 , 便 得 到 经 互 变换 的 信号 序列 
2V=[H]x= (НН) Н) х, 
i 共 n 个 Hi 2c 
这 就 证 明了 本 节 开 始 时 所 刘 快 速算 法 步 难 的 正确 性 。 

在 上 述 算法 中 ， 易 见 每 一 步 的 运算 次 数 都 是 N=2" 次 ， 
总 共 进 行 了 nt 步 , AER NxN = N :logsN 次 。 若 直接 计算 
LH;,]x, WE N? 次 。 当 六 充分 大 时 , 快速 方法 的 计算 量 便 大 
大 减少 , 这 就 是 快速 算法 名 称 的 来 历 。 

与 FFT 相 比 较 FHT 与 FFT 两 种 算法 的 运算 次 数 分 别 是 


N:logsN 与 X log, 但 由 于 ЕРТ Ж {ЕЖЕН ИШЕН, 而 


FHT 只 须 作 加 、 减法 运算 , 因此 ЕНТ 又 显得 比 FET 快 (大 约 
快 三 倍 左右 )。 | 
近年 来 ,虽然 数字 电子 计算 技术 飞速 地 发 展 , 计算 机 的 量 
级 不 断 提高 ， 但 却 远 远 不 能 满足 科学 技术 发 展 的 要 求 。 例 如 
对 卫星 摄影 作 强化 处 理 时 , 欲 强 化 1 厘米 见方 的 底片 , 按 间 距 
1 微米 分 格 , 则 N =10:。 若 作 DFT 运算 , 便 需要 105 次 。 当 
使 用 每 秒 百 万 次 量 级 的 计算 机 时 得 算 三 个 世纪。 但 FFT Br 
ЖТ ОРТ 的 算法 ,对 同样 的 分 格 在 同样 量 级 的 计算 机 上 计算 
仅 需 一 小 时 。 当 然 采用 FHT 就 更 快 了 。 可 见 算法 的 改进 也 
起 着 极 重要 的 作用 。 
下 面 给 出 应 用 FHT 的 例 。 
设 有 某 信号 的 一 组 采样 值 
xo = 0.174, Xi=0.342, х;=0.500, хз= 0.643, 
ха= 0.766, xs=0.866, xe=0.940, x+= 0.985, 
Xxs= 0.1000, х= 0.985, х›=0.940, xr=0.866, 
X127 0.766, xi = 0.643, 4=0.500, xs = 0.342, 
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- 试 求 它 的 有 限 W 变换 8 = DWodx, 

由 g-[Waules(To[Hi1)x7 T9 LH23x), 
- :我 们 先 求 = [ B,.Jx, 

据 ЕНТ 的 算法 作出 流程 图 : 


а? z 

< 
6.672<— a 0.088 
- -0.174 


— m 0.174 


< -3.438 


~. 
~ 


Z=- 30.026 


s 221 ° 


11.258 | 
` — 0.086 
— 0.174 
— 0.174 
— 0.358 
— 0.358 
— 0.722 
0.006 | 
—0.826 ° 
— 0.826 
— 1.666 
0.014 
-3.438 
0.026 
0.054 | 
| 0.054 | | 
为 得 到 * 的 有 限 W 变 换 y, FURORE z 施 以 T51, 亦 即 把 s 

的 分 量 次 序 按 G-1(k) 重新 排列 , 便 得 
T 11.2587 
- 0.086 
— 3.438 
— 0.358 
- 0.722 
0.054 ` 

- 1.666 
(| -0.174 
= _0.174 P 
0.014 
.0.054 
0.006 
— 0.358 
0.026 
- 0.826 
_-0.086 | 


z-[Hj]x-| 


在 理论 研究 中 要 用 到 自然 序 的 WW 函数 ， 而 在 工程 技术 上 
常用 列 率 序 的 W 函 数 , 因 而 对 序列 {x(k), к= 0, 1, e N 一 1} 
施 以 自然 序 W 变换 [w] 与 列 率 序 W 变换 [Wn], 两 者 都 是 有 
用 的 。 快 速算 法 是 对 互 变换 设计 的 , 故 可 先 对 {x(k)) 施 以 H 
变换 , 再 利用 表 3.3, 把 所 得 的 结果 转换 为 自然 序 或 列 率 序 。 

例 1 - x 的 采样 值 (x(k), k = 0, 1, °°, 15) 为 

x=22.33， x,221.88, х;=20.42,‚ xs =18.96, 

х{=1#.50, xs=16.04, xs=15.75, хт=14.88, 
хв= 14.00, ху=13.13, xio=12.25, х=11.38, 
х12=10.50, xis= 9.63, хы=8.75, x57 7.88, 
试 求 (00) 的 自然 序 W 变换 与 列 率 序 W 变换 。 
[#1 第 一 步 ” 求 x 的 万 变换 zx= Hx, 
由 快速 算法 立即 得 到 


| 235.09 i 
7.91 
14.55 
— 0.23 
33.61 
— 0.61 

2.11 
— 1.79 
60.83 
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第 二 步 求 x 的 自然 序 W 变换 。 
由 表 3.3, 知 瓦 序 与 自然 序 的 关系 如 下 ， 


0«——-0, lag, 


3——=12, 4——2, 


2-«——4, 


5——10, 


6——6, 7——14,  8——1, 
94—--9, 10-——-5, 11—13, 
12——3, 13——11, 
14——7, 15——15, 


如 果 记 [wjx 为 u, 便 得 


u=[w]x= 


-0.23 
-1.01 
-1.79 
-1.01 


第 三 步 ” 求 x 的 列 率 序 W 变换 。 
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H£ 3.3, H4 HE 5j PESE (В), ЖОЕ 


у= (W>. Tx = 


| 
0.17 | 
ота] 


本 节 末 尾 再 给 出 用 FHT 计算 函数 的 W 展 式 系数 的 例 。 
例 2 1 /(х)у=›?, хЄ[0, 1), ЖМ-8, WH fC) 的 
W 展 式 的 首 8 个 系数 ( 取 四 位 小 数 进行 计算 )。 


URI ЗЕ ГО, 1) 分 为 八 等 分 ,分 点 为 


o 1 2 e, 7 
9 8” 8” , 8° 


TO 在 这 些 点 的 值 为 
100) = 0, (2) = 0.0156, 
d (2) = 0.0625, 1 (3) =0.140, 


db 求 1 的 变换 (用 FHT)。 


0.00007] |^ 2.18747 
0.0156 —0.4374 
0.0625 —0.8750 
КГНУ. 0.1406 | | 0.1250 | 
0.2500 — 1.7500 
0.3906 0.2500 
0.5625 0.5000 
0.7656 | |. 0.0000 | 
第 二 步 求 f 的 WW 变换 (用 表 3.3)。 
| - 2.18747 
- 1.1500 
0.5000 
_ | - 0.8750 
у= ГИ]? = 0.1250 P 
— 0.0000 
0.2500 
| — 0.8750 | 


E RIO 的 前 八 个 Жа, ац, у ө 
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^| Г. 0.27347 

a | 0.0625 | 

аз = y= 一 0.1094 | 
| a 2 0.0156 |" 
l ds | — 0.0000 

а | i 0.0313 

а7 _ 一 0.1094 | 


显然 , 1G0 的 W 系数 的 近似 值 的 精度 随 念 增 大 而 增高 。 
例如 观察 m， 由 积分 得 


" = [| хужа (х) dx = [> dx = 0.3333, 
0 Ф 
取 N=8 Hj, ао = 0.2734, 绝对 误差 为 0.0599, 不 超过 1/8, 


JR N =16 8, ds . 
а= x AU/GE- 0.3015, 
绝对 误差 为 0.0318, 不 超过 1/16。 
取 N=64 时 ， 
а= 4 e AG Z) 0.3179, 
绝对 误差 为 0.0154, 不 超过 1/64, 


$3 应 用 概况 。w 函数 发 生 器 


W 分 析 的 历史 虽然 不 长 ， 但 在 许多 领域 中 已 得 到 广泛 频 
用 ， 并 有 一 Ж!» 328,28]. 
”在 信号 分 析 方 面 , 例如 , 大 家 知道 , 雷达 图 象 是 具有 两 个 
空间 变量 与 一 个 时 间 变 量 的 信号 s(x, yt), 除了 把 这 种 信号 
当 作 仅 有 一 个 时 间 变 量 的 入 号 s(t) 而 制 成 很 复 交 的 滤波 器 
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外 ,从 来 没有 对 三 个 变量 的 信号 SOS, ys t 8 = АА iU 
滤波 器 。 但 使 用 W 函数 却 能 够 设计 这 种 信号 的 滤波 器 。 

在 降低 信号 带宽 方面 ，W 函数 的 应 用 表明 能 将 PCM 电 
视 信号 每 个 取样 的 比特 数 压缩 至 一 半 ， 并 且 有 希望 压缩 到 
1/8。 对 语言 ,心电图 与 脑 电 图 以 及 其 他 信号 带宽 压缩 均 在 研 
究 之 中 。 

在 多 路 复 用 通信 设备 中 ， 利 用 W 函数 直 交 性 划分 信道 ， 
也 是 很 有 前 和 途 的 。 在 不 少 国家 中 已 研究 出 了 这 种 实验 性 的 复 
用 设备 , 它们 的 实现 方案 有 多 种 ; 其 中 有 的 用 来 传输 雷达 数据 
信号 。 如 我 国 已 制 成 图 象 传输 机 。 这 种 系统 具有 一 定 的 自 适 
应 能 力 ,可 使 传输 可 靠 性 大 为 提高 。 | 

在 遥测 指令 传输 方面 , W 函数 也 是 很 有 前 途 的 。 国 外 已 
有 人 利用 这 种 直 交 函数 制 成 一 种 Digilock 系统 , 采用 了 一 组 
长 为 32 的 W 函数 ， 装 在 “蓝光 ” 深 空 探测 火箭 上 ， 据 称 可 用 
1/4 瓦 的 功率 使 通讯 距离 达 10 万 公里 。 

新 近 关 于 在 水 下 用 声波 使 运动 物体 成 象 以 及 探测 地 下 目 
标的 所 谓 “ 入 地 雷达 ”的 研究 ,都 不 断 展现 W 函数 应 用 的 美好 
前 景 。 | 

但 由 于 W 函 教 本 身 固有 的 特性 ， 从 数学 观点 来 看 ， 它们 
是 p 进 紧 群 (或 p 进 局 部 紧 群 ) 的 特征 ， 因 而 所 反映 的 是 这 一 
系统 一 一 我 们 称 之 为 轨 辑 系统 的 特点 ,其 运算 关系 则 由 伪 加 、 
On. DE. GEBEN, РШЕ, RSS iH Ж. H 
此 ,应 当 说 , 凡 与 多 辑 系统 有 关 的 自然 现象 ,利用 W 函数 去 研 
究 是 合适 的 。 但 有 许多 现象 ,是 由 三 角 函 数 系 反映 出 来 的 , 利 
用 .W 函数 于 这 种 系统 ,就 未 必 合适 。 因 此 应 当 辩证 地 来 对 待 
各 种 直 交 函数 系 。 

”我 们 先 从 W 函数 发 生 器 开始 ， 这 是 应 用 W 函数 的 出 发 
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点 。 根 据 W 函数 与 RR 函数 的 关系 , 由 集成 电路 ( 门 、 加 法 器 、 
触发 器 等 ) 可 制 成 W 函数 发 生 器 。 

以 n= 3 为 例 来 说 明 首 8 个 W 函数 的 产生 方法 。 先 产生 
Ro = wal, R= ма}, В, = wal, Ёз= wal, 四 个 W 函数 ,再 
利用 关系 wal: = R,R,, wal, = R;Ra, wals = R,R;Rs, wale 
= RiR; 产生 其 余 4 个 W 函数 。 д. 

在 实际 上 ,一 般 产生 的 是 wal, k=0, 1,..., B, 由 于 wal, 
与 wal, 的 关系 是 wal, = 2wal,- 1， 因 此 ， makis wah 求 得 
wal, 的 波形 ， 只 须 将 前 者 的 幅度 放大 2 倍 再 向 纵 轴 下 方 平移 
1 个 单位 便 可 。 注 意 , 这 时 wal, 与 R, Е НФ ЯЕ 
法 )， 


walo = Ro, wat, = Ry, 

wal = Ri 中 Ra， wal, = Ra 

— ~ - 

wal, = К.Ф Rs, wals = = RO RR, 
— м РӘ 

wals = R @ Rs, wal = = Ri, 


关于 Аһ, Ri Re Rs 的 产生 法 可 由 两 个 步骤 完成 。 
”第 一 ,由 信号 源 产 生 脉冲 ,得 出 矩形 波 。 信 号 源 由 一 个 晶 
六 振荡 器 ,两 个 与 非 门 、 两 个 电阻 组 成 。 记 号 一 口上 表示 石英 
晶体 振 费 器 , 它 相当 于 用 电阻 、 电容 组 成 的 谐振 电路 , 其 优点 
是 频率 稳定 度 较 高 ， 输 出 信号 的 形状 接近 于 矩形 波 。 信 号 源 
的 框图 如 图 5.2 所 示 。 其 中 YFi 与 YE: 是 二 个 与 非 门 ,组 成 
反馈 电路 ,使 输入 给 Y P, 的 微小 的 电压 变化 在 由 YF; 输出 时 
得 到 与 之 相同 的 很 大 的 电压 变化 , 电路 有 正 反 馈 作用 ,而 同时 
就 向 晶体 提供 能 量 , 产生 振荡 ， 两 个 反馈 电 盟 的 作用 是 , 六 可 

以 起 频率 微调 作用 , r 将 影响 起 振 条 件 ,一 般 选 为 1 TBI. 
第 二 ， 用 分 频 法 产生 Ёз, К,, R, Ко, Hf SERA 
生 的 波形 ,通过 4 个 JK 触发 器 , 从 它们 的 CP 端 (时 钟 端 ) 输 
z 299 i 


H 5.2 


A, JU d ОЛ ШИЕ Кз, Ro Ri, Ко, 框图 如 图 5.3 
BUR. 
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注意 ,分 频 时 不 一 定 用 JK 触发 器 , 也 可 改 用 三 级 的 二 进 
计数 器 。 

在 得 出 йз, Ry Ri, Ro 的 波形 后 ， 即 可 借用 半 加 器 产生 
Walz, wala, Wals, wale, 框图 如 图 5.4 所 示 。 


Ё, Е, Ё, £, В, В, Ё. В, В, 
m 5.4 
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上 述 方案 的 逻辑 关系 比较 简单 ， 在 列 率 不 太 高 的 情况 下 
是 简易 可 行 的 。 可 是 当 所 需 w 函数 波形 增加 时 ， 分 频 器 级 
数 与 半 加 器 数目 增多 ， 例 如 20 级 的 W 函数 发 生 器 可 产生 
229 = 1048576 个 不 同 的 W AARE, MW 函数 发 生 器 的 列 
率 也 不 断 提高 (目前 最 高 列 率 可 达 100—100 Hm), Ж ИЖ {Л 
采用 上 述 方案 , 则 多 级 分 频 与 门 电路 将 引起 时 延 积累 过 大 , 以 
致 破坏 了 多 函数 的 直 交 性 。 为 避免 此 缺点 ,在 高 速 运算 时 , 应 
采用 另外 的 方案 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [29]。 


$4 W 函数 的 几 点 应 用 


1° 在 信号 处 理 上 的 应 
Wm 
a(0, a(1), ++, a(m- 15, ` (5.14) 

需要 发 送 与 接收 ,希望 通过 一 条 信道 自 甲 地 传输 到 乙 地 ,我 们 ` 
采用 把 m 个 信和 号 合成 一 个 、 通过 信 间 传 到 对 方 后 再 行 分 开 的 
办 法 。 

取 m 个 互相 直 交 的 函数 fj，x) (例如 Web(z))，7= 0， 
1, +#„ т-1,хЄ[а, bJ, ЖЕ, 


А . es a t, j=k, . | 
fro x fk, ах IH jak, . (5.15) 

把 它们 与 (5.14) 中 的 信号 分 别 相 乘 并 黑 加 ,得 
Ро) = = аф, 2. (5.16) 


将 FG) 通过 信道 传 至 对 方 。 
эк Ей m ИЗ, AAAH 107, ху 的 喜 交 性 , 分 
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HERH 
[коо], x) dx 


=f [ E оооу, ро, draco. (5.17) 
k= 0, 1, =, m— 1, 
(5.17) 所 表示 的 运算 ,就 是 相关 接收 或 相关 选择 的 过 程 ， 
这 种 利用 直 交 西数 集 去 表示 信号 的 方法 就 称 为 信号 的 直 交 划 
分 , 来自 台 个 信 源 的 信号 (5.14) 合 用 一 条 信道 传输 , 这 就 是 多 
路 复 用 。 
据 上 述 原理 ， 可 作出 直 交 划分 电路 的 简单 框图 。 以 三 路 
为 例 ,如 图 5.5 所 示 。 


图 中 , ЕС, EXC US. My, RER, 1. BUR ТА, 发 送 放 
大 器 , кА, 接收 放大 器 ( 另 囊 同步 线路 )。 

利用 函数 作 列 率 多 路 复 用 的 方法 如 下 。 _ 

在 正弦 载波 的 振幅 调制 中 , HEERS FG SR SOR 
波 器 , d] f > fo 的 高 频 部 分 将 滤波 所 得 结果 表示 为 F' (0, 
然后 与 载波 ~/ 2 cos м WR, 结果 得 出 上 边 带 与 下 边 带 。 

若 以 多 函数 作为 载波 进行 幅 调 , 其 过 程 与 上 述 情况 相似 ， 
TUE FG) 首先 通过 列 率 低 通 滤波 岩 , ФИН EDS 的 高 
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列 率 分 量 , 也 将 滤波 结果 表示 为 F'O) 然后 与 载波 wat CJ t) 
(= walt 丰 习 ,结果 则 可 能 入 得 上 边 带 或 下 按 带 ， 取 次 于 
载波 列 率 J, | 
用 数学 式 子 描述 同调 过 程 如 下 。 
将 信号 F(t) 在 0x «1 内 展 成 W 级 数 
F) = або) + Š Ca Dwak27,0 - 
+ a,(7ywal(2 j — 1, t], 
A EIAS UR isa | 
F*(t) = a(0) + $ Lo wal (27, t) 
+a,(7)wal(2 j— 1, t)], 
与 载波 wal(k, t) WE 
| F*(t)wal(k, t) 
= a(0)waltk, t) + 3 La, CI) wal (27 ФК, t) 
(ora (jiwa (2j - DOK, DJ, | (5.18) 
容易 证 明 , 25 j 的 二 进 表 示 的 末尾 r 位 全 为 0,k= (КЕ 


000, Мга, зею жатижа r 位 全 为 
1 时 , 则 产生 下 边 带 ; 除 以 上 两 种 情况 外 , 产生 部 分 上 边 带 与 
部 分 下 边 带 。 . | - 

对 信号 F* (t) wal(k, t) MAN, ТЕШЕН, ЖИ 

F*(t), (Ft(t)wal(k, t)2wal(k, 1) = Ft (t), 

但 在 多 路 复 用 时 ,每 一 路 仍 应 通过 低 通 列 率 滤波 。 用 w 
函数 波形 调制 与 解 调 的 简单 框图 绘 在 图 5.6 中 。 图 中 LP 为 
列 率 低 通 滤波 器 ，M 为 乘法 器 (或 四 加 法 器 ) 。 

.• 283» 


(owe 


PO M Forest Ld 1ш} 


. wa, t) ` vel(h, t) 
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LAO, . : . 
. Ele Pa Hno 
val(s, 1) ad eal, з) 
ч FG) wal А 1) 
Eom PIs 
чой, t) | 
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2° 信号 的 列 率 多 路 复 用 М o 
设 作 二 路 复 用 ,信号 Fi(b 5 Pat), 分 别 由 wal(j, t) 与 
wal(k, t) 作为 载波 ,框图 绘 在 图 5.7 中 。 | 
我 们 作 如 下 简单 说 明 , 当 采用 单 边 带 调制 时 ,每 路 用 不 同 
列 率 的 W 函数 作 载波 , 这 时 全 部 信号 所 占 的 带宽 为 路 数 与 每 
路 带宽 的 乘积 ,但 也 可 以 在 两 路 中 使 用 同一 个 列 率 , 例如 一 路 
用 sali(t)， 另 一 路 用 calit)， 这 样 全 部 所 占 的 带宽 只 为 前 一 
种 情形 的 一 半 。 
现在 给 出 择 多 复 用 方案 的 例 。 _ 
在 雷达 网 中 ， 有 多 个 数据 需要 传递 ， 如 目标 (飞机 等 ) 距 
离 , 方 位 ,高 度 , 加 速度 , 大 小 与 特性 等 ,为 了 传递 这 些 信 息 , 必 
须 采 取 多 路 复 用 数据 传输 设备 ， 过 去 一 般 多 采用 频 分 多 路 复 
用 或 时 分 多 路 复 用 。 现 在 可 以 把 W 函数 作为 直 交 编码 多 路 
复 用 的 负载 波 ， 利 用 码 分 多 路 复 用 设备 进行 传输 。 码 分 多 路 
复 用 也 有 多 种 方案 ， 这 里 以 择 多 复 用 方案 为 例 。 其 框图 在 图 
5.8 rh, (7 
2234; 
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发 送 时 ， 将 各 路 的 每 个 信息 数字 与 该 路 的 载波 тя 
字 ) 相 乘 , 这 个 功能 是 由 调制 器 M 来 完成 的 。 调 制 器 对 用 模 分 
加 法 器 。 如 果 信息 数字 为 1， 则 在 一 帧 中 M 输 出 为 友 函数 原 
P, 反之, 若 信息 数字 为 ~1, 则 M 输出 为 W 函数 反 码 ,七 个 
调制 器 输出 加 到 择 多 门 ,在 择 多 门 中 将 七 路 数字 混合 ,每 个 码 
TRR, 如果 +1 的 路 数 多 ,， 则 择 多 门 输 出 + 1, 若 -1 的 
路 数 多 , 则 择 多 门 输 出 一 1， 亦 即 择 多 门 送出 路 数 较 多 的 码 字 
作为 该 时 了 的 发 送 数字 。 发 送 到 线路 上 ,载波 ( 即 W 函数) 一 
位 数字 所 占 的 时 间作 为 一 个 时 阶 , 称 为 码 元 , 载波 一 周 所 占 的 
时 间 称 为 一 帧 。 这 里 一 帧 是 由 八 个 码 元 组 成 ， 第 一 个 码 元 作 
为 同步 码 , 所 以 每 帧 信息 码 只 有 七 位 。 

接收 时 ， 将 收 到 的 一 帧 数字 与 本 地 产生 的 各 路 载波 在 反 
调制 器 M 中 对 应 位 相 乘 , 然后 通过 择 多 选择 器 ( 它 由 计数 器 与 
判决 门 组 成 ) 选 取出 现 次 数 较 多 的 忆 个 数字 判 为 各 路 记 发 送 
的 信息 数字 。- 

piu. VICA Ge Өт = 入 ,第 一 路 到 第 七 路 的 载波 分 别 为 
А, Аз» cn, Ат, 信息 数字 分 别 沟 ~ l, 74, +1, +1, +1,. 
-1, —1, 已 调 载 波 分 别 为 Bi, Bs, e, В, 调制 与 择 多 过 各 
W FE. . | 
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路 = & к A | 信息 歼 字 ds| EW B,=a,A; 

Ai 一 十 一 十 一 十 一 十 d=—1 | 了 一 一 十 一 十 一 十 一 
AM: 一 十 一 十 十 十 十 十 d=—1 Ba 一 十 一 一 十 一 十 
4 一 十 十 一 十 一 一 十 ds=+1 B= 十 十 一 十 一 一 十 
= 二 十 一 一 十 十 一 da 1 B= 二 十 一 一 二 十 一 


ei C сл o C) то һә 


4 一 一 十 十 一 一 十 十 ds=+1 Bsa~ ++— — ++ 
As 一 一 十 十 十 十 一 一 du 一 一 1 Bs 一 十 一 一 一 一 十 十 
4 一 一 一 一 十 十 十 十 d;,=—1 B= 十 十 十 一 一 一 一 
| 发 送 数字 C 一 十 十 一 一 一 十 十 
时 阶 与 帧 表示 为 | 
C = + + - ~ = + + 
第 一 第 七 
ыы ы Чы 
一 一 一 一 一 
接收 过 程 如 下 表 记 示 ， 


С A, NEER NES Md 


Sec — Wee 本 地 产生 的 载波 
Сш +++ Аз die 
A=+—++—-+— d;=— 
有; 二 十 十 一 十 一 一 十 dim 
Ааа аа + 
| A 一 十 十 一 一 十 二 Od 
4 一 一 十 十 十 才 一 一 、 dem — 


Ai 一 一 一 十 十 十 十 dj — 


对 于 上 述 例子 ， 括 发送 与 接收 过 程 不 难得 出 下 列 结 论 ， 
G) 如 果 七 路 都 用 上 ; 则 每 路 都 没有 余 度 ,也 就 没有 纠 错 与 检 
销 能 力 ， 其 工作 性 能 与 时 分 制 相 同 。 GD 不 能 断 开 单 路 数 不 
用 , 即 不 能 断 开 一 路 ,或 同时 浙 开 三 路 ,或 同时 断 开 五 路 ,因为 
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车 断 开 单 路 数 不 用 , 则 剩 下 为 偶 路 数 ,此 有 时 在 每 一 码 元 时 险 中 
无 法 作 择 多 选择 。(iii) 如 果断 开 两 路 不 用 , 则 工作 性 能 与 所 
断路 数 有 关 。 例 如 ,如 果断 开 第 五 路 与 第 六 路 ,或 第 六 路 与 第 
七 路 , 则 任何 一 路 都 不 会 受 影响 , 能 够 正常 工作 。(iv) 如 果断 
开 任 意 四 路 不 用 , 则 其 他 三 路 都 不 受 影响 , 能够 正常 工作 。 不 
仅 如 此 , 由 于 三 路 占用 七 路 位 数 , 所 以 有 多 余 度 ， PIRAS 
的 理论 , EPLET), 即使 由 于 通道 失真 与 干扰 引 
起 一 位 错误 ， 在 接收 端 也 能 把 它 纠正 过 来 。(v) 如 果断 开 任 
意 六 路 ， 只 用 一 路 ， 则 能 纠正 传输 过 程 中 引起 的 三 个 错误 。 

所 以 ,在 择 多 判决 传输 系统 中 , 可 以 根据 干扰 情况 选用 传 
输 路 数 , 使 系统 具有 纠 畏 能 力 , 也 就 是 说 这 种 系统 很 容易 作成 
自 适应 系统 , 它 具 有 一 定 的 自 适应 能 力 。 

还 应 指出 ， 发 送 端 择 多 判决 的 过 程 是 有 信息 损失 的 。 路 
数 越 多 这 种 损失 也 就 越 大 。 路 数 太 多 , 信息 损失 过 大 , 会 导致 
台 个 方案 不 能 使 用 。 因此 ， 择 多 判决 方案 只 适用 于 路 数 不 太 
多 的 情况 。 

3° 在 数字 电路 中 的 某 些 应 用 

介绍 下 列 两 点 。 . 

第 一 ,利用 W 函数 产生 所 需要 的 函数 图 形 。 

在 模拟 电路 中 产生 一 些 简单 的 函数 (如 句 肯 波 ) 是 比较 麻 
烦 的 ， 其 精度 也 不 高 。 但 在 数字 电路 中 产生 某 些 函数 就 容易 
些 ， 其 精度 可 以 根据 党 要 进行 设计 。 典 型 的 方法 是 先 列 出 真 
值 表 , 然后 用 布尔 代数 进行 化 简 , 战 后 得 出 所 需要 的 电路 , 不 
过 车 要 产生 有 较 高 精度 的 函数 (例如 精度 为 万 分 之 一 的 对 数 
波 )， 这 种 方法 就 比较 困难 。 这 方面 采用 W 函数 分 析 设 计 给 
我 们 开辟 了 另 一 个 途径 ,可 按 下 列 步骤 进行 。 

(i) 将 需要 的 函数 /(х) 展 成 W 级 数 
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(00 оо Sama), 
并 求 出 其 部 分 系数 oo，a，…，az CET Etc КИЛЧЕ w 
的 精度 求 出 前 若干 项 的 系数 就 够 了 )。 
.— QD 用 分 类 部 产 生 所 需要 的 RR 函数， 并 由 民 函 数 合 成 所 
BAW 函数 。 
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(їн) 把 得 到 的 W 函数 按 系数 a, 的 信 进 行 元 权 组 合 , 其 
给 出 就 是 我 们 所 需要 的 函数 。 轿 5.9 所 示 为 八 个 WW 道 数 按 
w 系数 加 权 组 合 的 网 络 。 

第 二 ,用 信函 数 群 检查 多 位 数字 电路 的 故障 。 

数字 电路 与 模拟 电路 不 同 , 它 的 输入 与 输出 是 多 路 的 , 例 
如 七 位 数字 电路 就 有 七 个 输入 端 与 输出 端 ， 这 当中 某 一 路 出 
了 故 摩 往往 不 容易 查 出 。 当 我 们 要 检查 七 位 MOS 移 位 寄存 
器 时 ， 就 需要 检查 七 路 的 寄存 时 间 与 失真 情况 ， 这 是 很 麻烦 
的 。 如 果 我 们 对 于 七 路 的 输入 端 加 入 不 同 的 W 函数 ,并 对 其 
输出 端的 W 函数 按 w 系数 的 值 进行 加 权 组 合 ， 其 输出 就 变 
成 了 单 路 ， 而 且 是 某 种 预定 的 函数 。 如 果 七 路 中 某 一 路 出 了 
BL, 其 输出 的 函数 将 产生 某 种 失真 , 根据 失真 的 情况 ,可 以 
很 容易 判断 那 一 路 出 了 故障 。 

如 图 5.10 所 示 , 输 入 为 wal, wala, маі, walis, wals;, 
wala, walan 共 七 个 W 函数 , 其 输出 也 应 为 同样 的 W 通 数 ， 
但 时 间 上 有 一 个 迟延 。 当 其 各 路 的 迟延 时 间 = 


= 
B 
= 
E 
o^ | HH 
18% 


(4) еи 


(2)ором 


(3) ом 


(3 ~ Dura 


я (9—3). 


(4—1)t04 
(na —4 у 


行 加 权 的 网 站 


5 
< 
. 


<£<— 

pow 
kai 

— 


+ 2384; 


=T, 而 且 各 路 输出 wat, 波 也 没有 产生 失真 时 ， 经 过 加 权 组 
合 后 的 输出 1(t) 就 是 一 个 锯齿 波 ,如 图 5.11。 
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in 3E— p HY ШШ, CREDE UV k K, 
根据 失真 的 情况 , 可 以 很 容易 判断 故障 所 在 的 支 路 。 

W 函数 还 可 以 用 来 制作 频率 合成 器 。 二 维 W 函数 可 用 
作 图 象 识别 。 在 调制 过 程 中 ,除了 调幅 , 调 相 、 调 列 率 外 , 还 可 
以 调 时 基 。 这 里 不 一 一 介绍 了 。 


5 = 
1. 试 证 
ToCH mje = [CH2n){ Tox) = [Wan]x, 
HAW a] 与 [下 :a] 分 别 为 W ЕВЕ 55 H Bie, Td To 为 本 章 8 1 中 给 出 
的 变换 ,761 为 其 逆 变 换 。 这 个 等 式 说 明了 什么 ? 
2. #791 ТО BJ BS Ж ТЕТТЕ, J, 这 里 给 出 
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1 — 0.000 
| -0.707 
—1.000 
| -0.707 
| 0.000 
0.707 
3. 设 f(x) = sin xx(0<x<1), АҢ N= В H РУТ 计算 foo 的 

W 展 式 的 首 8 个 系数 。 
4. 设 Кх) =x(0<x<1), 试 取 NN=32 用 FWT 计算 fou wu 
式 的 首 32 个 系 煞 ,并 与 第 二 章 $4 中 的 例 3 相 比 较 。 


1.000 
0.707 


х= e. 


第 ox 


Walsh 变 式 及 其 性 质 


Fourier 变 式 是 Fourier 级 数 在 元 限 区 间 情 形 的 发 展 ， 
Walsh 变 式 也 是 这 样 。 本 章 将 讨论 Walsh 变 式 (简称 WW 变 
式 ) 的 基本 性 质 如 Riemann-Lebesgue 引 理 、 卷 积 定理 以 及 
Parseval 公式 等 等 。 我 们 还 要 引进 广义 逻辑 旱 数 概念 ， 并 给 
HET Ww Aki gy HH. T BE RUE ARR 
р 进 情形 讨论 。 最 后 ， 将 由 更 一 般 揭 观点 来 介绍 有 关 乘 法 查 
交 核 的 知识 。 


$1 伪 乘 与 广义 W 函数 


ЖЕГУ У рУ СНИ И 函数 或 WW 函数 )， 
也 就 是 将 前 面 讨论 的 周期 多 函数 w,(x) 推广 到 带 有 连续 附 标 
tH WE. 这 时 我 们 采用 记 号 w(t, x) RRE м, (х), 函数 
w(x), wit, x) 分 别 与 三 角 系 中 函数 的 对 应 如 下 ,， 
W Bm w(x), n=0, 1, = 
指数 函数 e^, k= 0, El, = 
ХУ w(t, х), ТЄ[0, со) 
一 一 指数 函数 eos, t€ (- оо, co), 
VES X [aj CO, оо), t, x €L0, со), EMK p HER 
分 别 为 


х= (х_,Х-150; XIX0…)， 
t= 《tt 40), 


(6.1) 
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与 以 前 一 样 , 当 x 或 上 为 进 有 理 数 时 ， 约 定 用 有 尽 表示 ， 其 
中 带 非 正 足 标的 数字 表示 数 的 整数 部 分 ， 而 带 正 足 标的 数字 
则 表示 小 数 部 分 ， 两 者 之 间 用 分 号 隔 开 。 定 义 数 5x НА 

х= E i-is (6.2) 


其 中 求 和 记号 Y 表示 相 加 的 和 按 模 p 计算 结果 。 伪 RES 
也 可 以 推广 到 负 实 数 上 。 规 定 
tx= ӨС -)(х), HF t<0, x>0, 
#©х=Ө@Ч©(-х)), ЯҒ 120, x«0, (6.3) 
Ю)х= (-рОС- х), — XPT t<0, x<0, 
但 今后 我 们 用 不 到 它们 。 - 
例 1 对 于 p=5 求 自然 数 39.6 与 的 伪 乘 的 积 。 
【 解 】 设 t=39.6, х=л, 则 它们 的 5 进 表示 分 别 为 
t= (124; 3) = Gata t), 
x= (3, 032...) = (ху; XiX2X3. 0), 
则 据 (6.2), 先 求 出 I 
| >, tno 3:34:02: 41-221, 
由 于 17252(nod 5) 故 
х = È tme 
注意 , 擅 加 与 普通 乘法 不 满足 分 配 律 。 
例 2 设 p=5, 取 x=(1 2), у= (4 3), £23, RED 


у) 与 tx@@ty, : 
UR) (х@у)=3-0=0, 
іхФіу = 3:7@3:23= (4 1)@(2 3 4) 
= (2 2 0)= 60, 2 
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可 见 (xy) setxQty, ` 
在 具体 计算 x 与 9 的 伪 乘 时 可 按 下 述 步骤 进行 为 便 。 
Кх, у ЯРЧЕ, 
1. oRIH x 5 y у p ЖЕЛ Cp 进 有 理 数 则 用 有 尽 表示 ) 
X =X Хоз XIX2 9 
Y= Ya YY YY" 


2. 将 x 的 表示 依 平常 次 序 写 出 ， 而 将 的 表示 依 相 反方 


向 次 序 写 出 , 两 者 小 数 点 (!) 对 齐 成 下 列 格式 ， 


_————— 
Kert X-1X0; Хз Хз+1 


Ыт"; yUoy-roy-: 
——— M 2 ———- 


3， 将 上 表 中 上 下 对 应 数字 相 乘 再 相 加 ; 
4， 将 所 得 的 和 芭 模 了 即 得 结果 хОу, 
现在 来 证 明 伪 乘 的 下 列 性 质 。 

性 质 1” (Ox - х0), 


性 质 2。 (OO = B ©х, £Ov) ОНИ Р. 


数 取 E И), B: T Dy BERA p 进 有 理 数 的 无 尽 表示 者 
外 (这 是 可 能 发 生 的 ， 例如 p=2 Bj, x-(0; 01010101---), у= 
(0;00101010-..) EA х©у= (0; 01111111...) )。 

性 质 83” (О(рху= (рч) Ох, КУЖ, 

ш 据 定义 有 - 

o VOX Strt Dt:X D Dtr 

右边 每 项 两 数字 的 足 标 的 和 为 1, 共有 r+s+2 项 , 如 果 将 求 
和 各 项 倒 过 来 写 , 且 把 每 项 的 两 个 数字 调 序 , 其 结果 就 是 ХО 
1, 显然 这 样 做 不 改变 原来 的 和 , 这 就 证 明了 性 质 1"。 顺 便 指 
出 , 有 时 把 表示 (6.1) 中 未 出 现 的 足 标 的 相应 数字 算 作 0, Ж 
(2448s 


fav. 


h yen] DA, FE X 1 
| t(2x- E onc . f (6.4) 

由 伪 乘 的 这 个 表示 式 就 可 以 明显 地 看 出 性 质 1° 是 正确 的 .性 
质 1° 称 为 对 称 性 。 mE 

为 证 性 质 2°, Wt 

(00.47 (у Ya 2102), 

ФЕТ TERR 2。 中 所 指 的 例外 ,有 

(ФУ) = EL ti. (x у») = E i xi Dt aga) E 


= [È fX È пш} 


z:XO0]x), (2321. f 


性 质 2° 表示 伪 乘 关于 伪 加 满足 特种 分 配 律 。 
最 后 证 明 性 质 3*。 当 到 为 正 整数 时 ， 
р := GV xXx Хы XeiXiinm, 
(注意 分 号 ; 的 位 置 )。 因 而 据 伪 乘 的 定义 ， 用 (2), 表示 任意 
非 负 实数 z 的 第 ， 位 数字 , 由 有 


tG@ (pix) = X. tj a (p'x), = E ЩЕ 20А 
= „8_ tia aXp = X. (p) AX. 
= (рч) Ох, | | 
当 为 非 正 整数 时 ,情况 完全 一 样 ,只 是 在 写法 上 稍 有 不 
同 而 已 。 性 质 3° 证 毕 。 
ЕЖ, 4 a 不 是 p^ 型 的 数 且 cs0 时 ,我 们 不 能 期 望 有 等 
tO ax) = (at Ox 
• 245 + 


成 立 。 例 如 , p= 2, a=5, #=15, х= 0.125, M 
t(2(ax) = (1 1 1 1)©(0; 1 0 1)=1@1=0, 
(ot)Ox= (1 0 1111 11 (0; 0 0 1) = 1, 

两 者 不 相等 。 

有 了 伪 乘 概念 , 便 可 定义 广义 W 函数 。 
dt хЄ[0,со), 为 取 值 于 同 区 间 的 参数 , 令 
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w(t,x)-e P ЧӨ), f (6.59 
并 称 之 为 广义 W 函数 。 
我 们 指出 , w, x) 是 以 前 所 讲 普 通 W 函数 у, (х) 的 推 
广 。 其 实 , 当 т=п ,п:=0, 1, 2, +, 有 


w(n,x) = c poen. м, (х), 


(S8 58 06, 式 (2.43)。) 
由 伪 乘 定义 ,可 以 得 到 广义 W iR eB — ЖЕШ. 
HER O^ 对 称 性 wa, x) = Wix, D. 
性 质 2” 乘法 公式 
(i) w(t, х©у) = w(t, x)w(t, уу) 
Gi) wit, xXOg) = w(t, x: W t, yy 
在 (iD 中 除了 xOy, XEGO'PERT хОу 能 表示 成 p 进 有 理 数 
的 元 尽 表示 者 外 ,上 述 乘 法 公式 成 立 。 
性 质 3。 wlt, piy) = (рч, у), КЕ, 
性 质 4" 分 解 公式 | 
w(t,x) = w([tJ,x)w х1, 2), 
这 里 [ 3 表示 数 的 整 部 。 
证 ”性质 1° 由 伪 乘 的 对 称 性 得 到 。 “ҮҮТ. 2°, 有 


2х{ 
w(t, ху) = e$ tecen) = e » (t@z)@(167)) 
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2. (C#Gz)+(t@J)) 一 e$ aen Zal (toy) 


=е e? 


-Ww,x)wa y», | | 
除了 所 指 的 x@y 的 例外 值 。 关 于 w(t, xOy) = wt, x)w(t, 
y) 可 类 似 地 得 到 。 故 乘法 公式 G), (Gi) 得 证 。 
性 质 3° 是 伪 乘 性质 3° 的 直接 结果 。 
最 后 证 明 性 质 4"。 首 先 注意 ， 


1х = E| Š. traws E hs | 


= Bi È hx, È zx 


= S((xJY9t, (EtIOx))}, 
因此 


»@,х) = exp] -2 zzi «paeoecdo } 
= exp [ 2+ 2лі EJO) + (JOD) } 


=w([t],x)w([x]),t, 
性 质 4° 的 分 解 公式 可 以 作为 广义 克 函数 的 定义 。 


$2 W d" x 
本 小 节 考 虑 函数 空间 Е.) 中 的 W ER ЄЛ, 

ËD f(x) 在 [0, 00) 上 是 工 可 积 函数 。 令 
0) = fm dx 60 


并 称 之 为 了 在 空间 Liom Н W ER. EA, HWER 
对 于 每 个 +E[0，co) 都 有 意义 ， 并 且 它 实现 了 空间 Loss; 上 
的 一 个 线性 变换 。 变 式 f+ 是 有 界 的 p 进 连 续 函 数 。 
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定理 1 УС... ШИН (6.6) 确定 的 变 式 人 对 于 
0<t< co 中 的 Pp 进 无 理 点 是 连续 的 ， 而 对 于 p 进 有 理 点 是 右 
连续 的 , 因而 1^ 几乎 对 一 切 0<t< со 为 连续 的 。 

(0 E 设 t 是 p 进 无 理 点 , h 是 充分 小 的 正 数 , t+hECO， 
co), 则 有 


fAGt+h)— JAG) = Јожа «n, x) — WC, х)}йх 


- 2x —2m s 
= | бх) (e » (+00) атр CD de, 
0 


E (6.7) 
任意 指定 e>0, 取 充 分 大 的 N, 使 
[ио lax < ° /2, 
于 是 | | 
f^(t - h) fr) - [pof e temen 
-.e7 een ја) <e (6.8) 


当 限 定 xEL0, N) Bf, tx 的 表示 式 
{х = E t, _,x, 
中 的 r Е rr, 这 里 rn INER. Ж, БЖК 
到 tj p 进 代码 的 那些 数字 至 多 是 
fo foa, cn, h> һу се, 1,419 | 
H T t JE p 进 无 理 数 , 它 的 表示 中 不 会 出 现 数 字 p-1 的 接连 
无 限 重复 , 因此 在 t,t 之 后 必 有 一 位 数字 异 于 p-1。 假 定 这 - 
-位 数字 是 tx, K>rw+1, MJ (0; 0---0кїк, °) < (p—1)/pE,. 
现 取 |А 充分 小 ,使 jn| <1/p*, 则 
(00 - 0 tetra +) th<(p- 1)/рК + 1/pK = 1/рК-1, 
^ 248 。 


于 是 在 t+h 的 了 p 进 表示 中 , 至 多 自 第 K 位 开始 以 后 的 数字 与 
t 的 相应 数字 不 同 。 换 句 话说, 当 |А <1/p* 时 ,t+h 与 + 的 
AK- 1 位 以 前 的 各 位 数字 相同 ， 从 而 自 志 ,sz 以 前 的 各 位 数 
字 相 同 , 即 有 (t+h)Ox= tx, iio. Dax, 34 [5| «1/ 
рК 时 , 便 有 
If^C +h) - f^) e 

这 就 证 明了 JAG E p 进 无 理 点 为 右 连续 。 至 于 左 连 续 性 的 
证 其 完全 类 似 ， 因 而 ^O) 于 无 理 点 的 连续 性 得 证 。 我 们 指 
出 ,上 述 证 明 已 包括 了 JNO 在 ? 进 有 理 点 的 右 连续 性 。 

定理 1 与 Fourier 分 析 相应 定理 不 同 之 处 在 于 后 者 确定 
的 可 积 函 数 的 Fourier 变 式 是 处 处 连续 的 。 但 若 引进 p 进 连 
续 性 概念 , 则 关于 这 种 连续 性 ,两 者 恰好 一 致 。 

设 g(x) EREE 0, оо) ЮНИИ, В>0, de 
h-- 0 Bf 

g(xQBh)-go0—0, g(xQh) ~ g(x)—0, 

则 称 g(x) 在 x 为 所 进 连 续 ( 或 称 W 连续 ), 由 于 


JAG) = [лоо»е®в, x)dx 
= f rowe, x)W(h, x)dx, 


故 
IGO) -IMH = |” FYW, x) 680. x) - 10а, 


同 理 
FAGOR) - f^t) = [7 FW, x)(w(h, x) - 048, 


[H3 h — 0 (h20)HRf, w(R, x) — 1, Am4 f (t) BS p ЖЕ 
续 性 。 这 个 结果 可 氢 述 为 
定理 2 Uf€Lo.,,H(5.6)98;:zBg W ER ЈАС) XE. 
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于 0<t<o 中 的 每 个 1 为 p 进 连续 (在 t=0 自然 只 限于 Pp 


进 右 连续 )。 
下 述 定理 与 Fourier 分 析 的 Riemann-Lebesgue 3] M 48 


类 似 。 | 
定理 3 WICLo., ЮШЩ (6.6) 确定 的 W ERI), 
M t -> со 时 趋 于 0, 
证 设 s>0 是 任意 指定 的 数 。 由 fx) 的 可 积 性 ， 存 在 
自然 数 N =N, {t . 
| f rawa, x)dx| <Í" lo)|dx<a — (6.9) 
据 广义 W 函数 的 性 质 4°, 可 以 写 出 
[ 1609, x)dx- fro, x) W([x], t)dx 
N=-1 гЕ+1 _ _ | 
= > , f(x)w(CtJ, x)w(k, t)dx 
= 3 sa, D) [^ f GOV, x)dx, 
从 而 | | 
feres dx S |, rosca x) |dx, (6.10) 
0 , | i88 Ja | d ° ме 
对 于 每 个 k， 积 分 
[ Коо], dx= x+， x)dx 


Jin PURSE f(x +k) XE L0, 1) 上 的 W 展 式 的 第 [t] 项 系数 ， 
因而 对 每 个 k, 有 (参看 第 二 章 $ 4 定理 4) 


fim [^ f(x) WC, x) dx = 0, 
转 到 (6.10), 结合 (6.9) 便 证 明了 
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limf” f(x) WC, x)dx = 0, 
$2940 


现在 我 们 讨论 积分 依 清 进 移 位 的 不 变性 ， 这 个 性 质 由 下 
面 的 定理 给 出 。 
定理 4 а 是 非 负 常数 , fELio,-j。 则 


[C1(x@a)dx= [лаах = | "fGOdx, (6.11) 
0 0 0 


“证 “以 证 明 伪 加 情形 为 例 。 
第 一 步 ” 设 4 的 了 进 表 示 为 . 

а= (0.,,1,0-,52**:093 01057), а„„,уЗе0, 

并 任 取 自然 数 N, 那么 p 个 长 度 为 1/p* 的 区 闻 的 集 
Ex) = [[0, 5), [3 ғ 9 "°° 

prtr—1 р^" 
pm) ea 
在 了 进 移 位 х®а 的 变换 下 , 除了 可 列 个 点 不 论 以 外 ,实现 了 


自身 的 一 一 变换 , Вр 
Exa) = Bo(x)。 

其 实 , Eo(x) 中 每 个 区 间 [2 АР ) y-20, 1, +, 

ZX 一 上 的 点 可 以 写成 | | 
(Xm (Xpat Xog XIX2 ats 

其 中 х. бе, Хи 仅 与 了 有关， 而 其 余数 字 Xii) Xwa£ cc 
可 随意 变动 。 由 此 可 见 ， x@a HH r+ N 个 数字 也 仅 与 »， 
aX, 而 其 余数 字 可 随意 变动 。 这 样 ,区 间 D/p^, (G4 1)/ 
p^) 仍然 变 为 E, G) 中 的 一 个 区 间 ， 且 除了 使 x@a уни 
的 x 以 外 ,两 区 闻 中 的 点 在 这 变换 下 是 一 一 对 应 的 。 其 次 , 容 
易 看 出 ,Eo(x) 中 不 同 的 区 间 对 应 于 不 同 的 象 区 间 。 因 此 在 变 
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# x—x@a УГЕ, EO 实现 了 自身 的 -一 变换 (除了 可 列 
eR. 
同样 可 知 ,在 变换 x 一 x 外 a 之 下 , 诸 集 


TiN 
E (x) = {[ p^, p" tar) ty Es ka , 2-р), 


‚ют 一 
Е,(х) = Iz: >, 1g [е з-р)), 


Bao) = [[&- 0r, &- 0r). 


r+N 
[ kp » —1 , kp” ) 
均 各 实现 自身 的 一 一 变换 (除了 可 列 个 点 不 论 以 外 )。 
第 二 步 和 任 取 >0, 据 f(x) 的 可 积 性 ,存在 充分 大 的 及 
N 以 及 这 样 的 简单 函数 Sw(x)， 它 在 Eo(x)，…，Ei-1(x) 的 
每 个 元 (区 间 ) 上 分 别 为 常数 , | S CO |] £00], B 
lim 5н(х) = flix), 
使 得 
ur ME 
If Su GO dx - |7 оох | <e. 
С” 据 第 一 步 所 证 ， 当 写 出 .Sw(x) 的 积分 为 有 限 和 的 形式 时 
便 可 看 出 
kp” kp" : 
{> suo dx= |, s«coas, 
因此 » . | 
| [ Sy(x@a) dx- | да| <, 
0 о 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 
I foa)dx- | "ода «s, 


[/1Фа)ах = f f(x)dxo 
有 了 定理 4， 便 容易 建立 下 列 定理 ， 
定理 5 设 1ELw,-), 则 f(x@@h) 的 W 变 式 为 
w(h, t)j^ Ct), 

而 f(xBh) BJ W ERA Weh, Df^(Q, | 

我 们 指出 , 定理 中 的 x@@h Bl x BU p Ж {у h, 有 为 参量 。 
在 Fourier 分 析 也 有 类 似 的 结果 ,证 明 的 方法 也 相同 。 

证 据 定理 4 有 

[166m wt, x)dx= | rnc, y©h)dy 


= | DW ew, may 
=w(t, h)f^(t) =w(h,t)JA (т) 
另 一 结果 可 类 似 地 证 明 。 | 
定理 6 Vk ЖЖ, Л] ребре) B W 38308 f^ (p'ht)o 
证 Ж X W PETENS, 可 得 
[| ratos, хах FW, урау 
= j TOWE, у)ду = f^ (Q^, 
下 面 讨论 卷 积 公式 。 
首先 给 出 逻辑 卷 积 的 定义 。 
p f g€ Ly, 称 积分 
| feeosci 
为 了 与 9 的 逻辑 卷 积 (简称 卷 积 ), 并 记 为 
| d&g) (x), 
„253$ • 


AX, M f. g ELin) 时 ， 169 ELr0-)。 
定理 了 设 户 9ELn;-)， 则 有 卷 积 公 式 
| CDD = fi G9 (0. — (6.13) 
证 要 证 的 等 式 左 边 为 
[ffxOwgnan) с, x)dx 


0 


Ë = [Госа f(xGu)w(t, x)dx (HE Fubini 定理 ) 
= Госа twa, yGQu)dy ”( 据 定理 5) 


= | ошуӯа, uddu "fiw, dy 
= g^ (1^ (t) = (6.13) 的 右边 。 
这 里 用 到 Fubini 定理 是 由 于 据 定理 的 假设 条 件 ,f,9 ELp, uj 
知 上 面 累 次 积分 绝对 收敛 。 | 
还 有 很 多 类 似 于 Fourier 分 析 的 性 质 ,不 去 一 一 列举 了 。 
最 后 建立 收敛 定理 。 
定理 8 设 JELo,-)， 则 关于 区 间 (0, oo), 几乎 处 处 成 立 


f(x) =lim i f^ G)w,x)dt, 


注意 , 这 种 把 函数 了 通过 它 的 变 式 JA 表示 的 公式 称 为 反 
演 公 式 。 
证 dE Fubini 定理 与 广义 W 函数 的 性 质 , 有 


| " Ayw, x)dt = [ооа "сиу (а, uydu 
0 0 о 
р? оз p? "с — 
= f Etoowc, xewaas- fe fiiya, yayat 
- | усу ®х)ду fwa, y)dt, (6.14) 
о 0 
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但 据 伪 乘 的 性 质 3° 与 4^, 
j w(t, z)dt= р" en, y)dz-p ws p'y)dz 


ep | str pw, [pg])dz= prf tow, dz, 
由 于 当 y €[0, 1/p Bj, [p'y1-0, 而 当 "o o) 时 ， 
[p"y] 为 正 整 数 , ЖК | 
р" [P^ УЄС0, 1/р"), 
|, Fana] 0, УЄГ1/р", со), (6.19) 
于 是 代入 (6.14) 便 得 
fr rawa, xat 


1/p^ 1/p* 
=f р'{у®х)ду = pf, 1‹уб@х)айу„ (6.16) 
ЭЖ x = xo 为 满足 y /p'< ху < (ро +1) /р" 的 任 一 p 进 无 
理 点 , 记 区 间 Qo/ p", (p + 1)/p) 为 1,09), WH g € C0, 1/p*) 
HJ, y ЄІ,(хо), 故 ' 
p? (0+ 1)/p^ 
| JAGt)w(t, а = f(zdz=p"| fdz, 
0 In(xe) v0, pe 
从 而 | 
P Pawa, xodt- 69) 


: NM 
= p" 


XO» — (хо) ) dz 


»0/p^ 


1 x0 t k” y 
= {fC2) — Кхо))а2, 


Rh, J о-ы 
其 中 MEM = = 1/ps ом к, 
Pro. _ Уо р”. D +1 _ 
hI = ха qu hs = p xo» vp fo Gv--1)/p" 
它们 的 位 置 如 图 6.1 кь - ош 6.1 


| [ гаа, xodt- Ga) 
| 1 xo +h 
«x-[ |f fools. (8.17) 
3 Lebesgue 积分 理论 ， 对 于 可 积 函 数 fx)， 积 分 区 间 中 的 点 
几乎 处 处 是 Lebesgue 点 ( 工 点 ), 即 几乎 处 处 有 


1 + | 
L ueo-100l4-0, 35 h-=0, 


由 此 易 知 , (6.17) 右 边 当 хо X Lebesgue 点 (不 仅 是 p 进 无 理 
点 ) 时 , 随 n 一 со ЕТ 0。 定 理 证 毕 。 

多 元 广义 W 函数 的 定义 ,性 质 、 多 元 广义 W 变 式 以 及 本 
节 的 定理 , 除 定理 7 外 , 都 可 类 似 地 得 到 0534。 在 此 不 再 瑞 述 。 
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大 家 知道 , 函数 1(x) 的 天 阶 导数 fa(x) hi Fourier ZA ` 
为 GOS^ C), 相当 于 把 100. 的 变 式 乘 以 变量 的 大 次 轰 。 在 多 
分 析 中 , 是 否 有 类 似 的 结果 ? 要 回答 这 个 问题 ,需要 一 种 新 的 
导数 概念 , 即 逻 辑 导数 的 概念 。 对 周期 情形 ,这 种 概念 已 在 第 
四 章 86 中 提 过 。 现 在 把 它 推广 到 非 周期 情形 。 
设 复数 А;= Ар), j= 0,1, +, p-1(p 为 大 于 1 的 整 
数 ) 由 (4.24) 确 定 , 即 
Ау + Ayh + Ay)? e pA, 100718 = k, (6.18) 
k= 0, 1, =, p- 1, 


ET 
其 中 w=e 多 。 可 以 求 出 | 
Ap) = (—1)/2, А;(р) = wi/ (1 — oi), (6.19) 
.j = 1, 2, e p- lo 
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` 设 f(x》 是 定义 于 [0, оо) LAREREH 8, 车 在 这 
区 间 上 的 一 A x hk, MA 


Èr (Ad G0 + Af (Dp) ++. 
*A,Qu(xGQOo-Dp*5) (6.20) 
34 N — оо 时 收敛 ， 则 称 极 限 值 为 f(x) 在 点 x 的 逻辑 导数 ， 
并 记 为 | 
со 2-1 
Р(х) = PE 21 Ad jp"). (6.21) 
# x Е LO, co) 上 变动 时 , 可 以 象 通常 那样 定义 逻辑 导 函 数 ， 
除了 上 面 所 述 的 按 点 极限 以 外 ， 通 常 还 按照 某 些 函数 
空间 的 范 数 来 考虑 和 式 (6.20) 的 极限 。 例 如 考虑 函数 空间 
Zio 时 , 范 数 规定 如 常 ， 即 


тєл» з= lf ico а^, 


3384 N — со 时 (6.20) {X Lio, "PRO RORA T ЇЙЇ 22 Bj rh [А 
一 个 元 , 记 作 FG) оа, НОН Г, WEZA f Loa 
жхююй»в. Khi 


на] 3 (Алло) со |, =o. 


Neo к= —– № 


类 似 地 , RIS ERE ERA HA, khi, САЗ CO 20556 | 


BAR 
A(S КОЛ) x (6.22) 


而 其 余 不 变 。 PERRA RORIS fa (x) 表示 。 
ИЗЕН", f., 用 归纳 法 定义 。 
例 1 BE fx) 为 区 闻 CO, D 的 特征 函数 ， 
Їх) = Ku, CX); ` 
试 求 它 的 逻辑 导数 (对 于 任意 整数 p>1)。 


ОЙЛ 40<х<1Ю,/(хХ)=1, HA k>0 Bj, «Фр! 
€[0, 1), j=1, =, p- 1, Ж f(x@ jp * D- 1, 从 而 

Aof GO + Af (Xp!) + + + Apai ADP- 1)p "tb 

= A+ A+ ++ A,1=0, 

эщ к<0 В, xp IE [0, 1), j=l, + р-1, WEE 
Jax рК!) = 0, АШ 

Aof (X) + ALf (XDP 1) +++. 

+ А,_,](х@©(р—1)р*7\у = As, 
于 是 ,对 于 0<х<1, 
f"G) slim $ р АО) + ee 
+A, f(x- 1)р^*71)} 


-1 
= SoA РІ. 1 „1 
sli 


M jp isj +1)p Еў, j=1,.…,7—1,k=1,2,., 
"E xD- 才 可 能 属于 [0，1)， 亦 即 当 joie 
Jp 1B xDe- J)p*! ECO, 1), ҖЕ] f(x@(p — peD= 
1 而 和 (6.21) 中 其 余 各 项 均 为 0, 5 858 38 SCION fO (0 = 
pAn 而 当 јр! +1<х< (ў +1)р!, j=l, +, p-1, 
к= 1，2，…， 和 中 各 项 全 为 0 ( 自 变量 的 值 全 不 属于 50, 1)), 
相应 的 逻辑 导数 为 0。 故 得 | 

1/2, 0<х<1, 
Р(х) =-+р^%А„_;, ур71<х< jp^!41, k=1, 2, =, 
| 0, jp! c 1«x« (j+ D)p*!, j2 1,55, p- 1, 


p? ux 
1, 0<х<1, 


Кх) =4 2, 1<х<2, 
| 0, xz2, 
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试 求 了 在 0<x<1 上 每 点 的 一 险 逻 辑 导 数 ( 对 于 D = 3), 

ОЕ 考察 和 式 

Ad (x) + А] (x31) + Af (x231), 0<x<1, 

33 k>0 时 ， x371, xQ2:37*1 与 x 同属 于 区 间 [0， 
1), 故 相应 的 函数 值 全 为 1, 而 和 Ao + А, + Az=0。 

当 k= 一 1 时, x@16[1,2), Х©2Є[2,3), i f(x 
1) 22, ](Х@2)=0 (0<çx<1), X ke - 2 Е, (x93) = 
0, f(xD2-37 171) =0。 于 是 , 4 0<х<1 时， 


一 2 
Р(х) = 871CA, 1+А,-+2} + > 3* Ao. 1 
k= =< eo 


ТЕЖ S4 讲 过 Walsh 变 式 后 我 们 将 介绍 逻辑 导数 的 另 


一 种 求法 。 
求 一 个 函数 的 逻辑 导数 的 运算 显然 是 线性 运算 ， 下 面 列 
举 它 的 性 质 并 加 以 证 明 。 | 


性 质 1” 用 w(t, х) 表示 广义 W SK wt, x) X xf 
r Br SESS, t 视 为 参数 ，wiw(t, x) 的 意义 类 似 。 则 对 每 个 
1€[0, co), 有 | 
Ow", x) = tw, x), (6.23) 
Wes (t, X) = f'wtt, x), (6.24) 
证 我 们 以 证 明 (6.23) 为 例 。 对 每 个 +E[0, co), 有 


wx) = 2124000, х) + Avwtt, хр 1) + == 
+ A, WI, xiIG-1)p*9y) 
= S P As ра) + " 
+ A,-iw(t, (р- Dp *1)w(, X). 
. 2507€ 


= 5 p*L Ao + Аза + ++ 
+А,. 100? 7 Drayw(t, x), 


由 于 花 括 导 内 的 式 子 等 于 ,( 参 看 (6.18))， 放 上 面 级 数 对 >x 
为 绝对 收敛 ， 并 且 它 等 于 


P: p yw(t, x) = w(t, x) X. p*t = tw(t, x), 


于 是 (6. 23) 对 r=1 成 立 。 当 r>1 BJ, (6. 23) 的 证 明 可 由 归 
纳 法 完成 。 

TAX Li. 中 W 变 式 的 两 条 简单 定理 , 设 J EL.) 
Ji] Ej Fourier 变 式 情形 类 似 ,可 以 证 明 , 积分 


[rw x)dx 


MN -> co 时 依 Liom 意义 收 仑 于 LP 中 的 一 个 元 , 仍 用 人 
记 之, 称 为 了 依 Liom 意义 的 W 变 式 ,并 记 成 ` 


f^() =l. i. m. Frowa, х)ах, (6.25) 
HFEA Є), fk о. 意义 的 极限 
Lim. saywa, x)dt 
Noe JO ` 
也 存在 ， 我 们 称 它 为 fr* Bx W 变 式 ,并 且 还 成 立 


foo -Lim. we, oat, (6.26) 
此 外 ,还 有 重要 的 Parseval-Plancherel 公式 ， 
Jano Pace [roo |*dx, (6.27) 


所 有 这 些 基本 结果 ， 都 将 在 更 一 般 的 前 提 下 给 予 证 明 ， 2 
TX 现在 先 利用 它们 来 建立 有 关 池 各 导数 的 变 式 的 几 | 
个 结果 。< 
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性 质 2。 BIEL PIO EL o. ЖР f" B f ЖЕ 
Liom 中 的 W ERr 则 f Ж LU... 意义 的 r Et E 8 9 Ж 
1?,B'ESCT rt CO 依 Ll... ЖУЙ W ER; 


f") -Lim. raw, х)@ (6.28) 
New 0 72 
证 只 证 明 r=1 的 情形 ， 一 般 情形 可 由 归纳 法 完成 。 

ПАС E Liom ЕШ W HEROS 

g(x) =lim.| ia (t)w(t, x)dt, 

N—= JO 
Jl] g E Lios B. g Æ Lio. PRI W ERN tA, 4 
Sy(x) = > “( S AiD»), 

k*-N \ f=0 М RE 
容易 验 明 ，Sn 在 Lio 中 的 W 变 式 为 D рчл), dE 
Parseval 公式 ,有 

N 
— = k A — HÀ - be FA 
ISy- gl |$, rear imo], = | m msan] 


2? 
зм co 时 ,| D рч уто) | ЛРЫ o, НЫТ 
PRA 0| f^ 0) |? AR, ЙЕ Lebesgue 控制 收敛 定理 ,得 
lSu- g]: = 0 (N — œ), 
即 f 存在 依 Lio, 意义 的 逻辑 导数 f(x), Н. 
Га) ало f nA об, x)dt, 

Hi(6.28)8[ LUER, аг Ие SE S 3 WE WAR: 
于 在 变 式 JA GD 处 乘 以 因子 r, | 

性 质 3” HIOA Liom 意义 的 逻辑 导数 P0 Ge) MJ 
^а) C Lio, E vÍ^C) 的 道 W 变 式 为 了 >”(x): 


f“ GO -Lim. "r^ (we, ха, (6.29) 
N-- 0 
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证 只 证 r=1 情形 。 由 定理 条 件 知 , 当 N 一 %% Hj, 
|, $ Аад + Auf Gp 1) ++ 
+ А›-1](х®@ (р- Dp * 1) 
~fP (x) | >o, 
TUE Parseval 公式 得 
|2, p*CAo + AywCt, p 81) + 


+ Ау amt, p77))f^() — ame) ~o, 


但 上 式 范 数 中 的 和 趋 于 SAG, (М 一 оо), IH f € Lo, 
LGA C Loey TE tA) = G 1 了)^(t) E Loe H 


f oos Lim twe, хуй, 
H (6.29) nf HER, 35 f AR І... 意义 的 逻辑 导数 时 、 
则 导数 的 变 式 为 
rja =1i.m. [JP cos; x)dx, (6.30) 
N>% JO 
3X 5j Fourier 变 式 情形 相 类 似 。 
性 质 4” W IC Li, ОВ Co 意义 的 > 阶 逻辑 
导数 (^), HJ CONS) € Lis, BEK W 变 式 为 
б^)» 
证 É f^ K Ll. W S BJ РКУ 0*0) = g, WJ 


АО) + + ApJ GO (р— 0р71)) 
一 «o| 一 0。 
2 


据 Parseval 公式 ,有 ` 
o 262, 


| X eat (х) + Ар Ср 19р! х)](х)) 
| -h| -9， (6.31) 
其 中 h^ = 9。 利 用 恒等式 


Ao + AW? + + + Ap WU = Өх, (6.32). 
由 (6.31) 得 到 
| >) POD) - h(x) |, -»0, 
B GO = (хуу), Bl | 
CODIE = A YL, 

于 是 我 们 的 论断 当 >= 工 时 得 证 。 一 般 情 形 可 用 归纳 法 完成 。 

可 以 引进 多 元 函数 的 钦 辑 偏 导数 、 伴随 逻辑 偏 导数 与 混 
合 逻 辑 偏 导数 的 概念 ,本 节 中 相应 的 结果 世 成 立 , 还 可 得 到 混 
合 逻 每 偏 导数 交换 次 序 的 条 件 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 [34]。 


84 例题 。W 变 式 表 


本 节 给 出 求 W 变 式 的 例 ,并 作 一 个 基本 变 式 表 。 可 以 看 
出 ,能 直接 求 出 W 变 式 的 函数 的 类 型 并 不 多 ,除了 方 波形 阔 数 
以 外 ,一般 很 难 指望 求 出 它们 的 W 变 式 , 这 时 应 求助 于 快速 
W 变 换 。 另 一 方面 ,关于 基本 运算 的 W 变 式 , 则 与 Fouricr 2E 


式 十 分 类 似 。 
例 1 设 | 
onu [bt «Є[0,1), — 
кө= хЄГ1, оо), 
Wok JAG. 
【 解 】 据 定义 
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f^c = feo sc, дах = же, x)dx, © 

利用 W РАЈЕ, ЭРУ x € L0, 1) PF, [x] = 0, F 
是 有 ‚ 

w(t, x) = wQtl, x)w(Ex1, t) = w(t]; х), 
Xi W 函数 的 直 交 性 , 求 出 | 
1, t€[0, 1), 
0, t€[1, œ), 
册 此 结果 可 见 ， 这 样 的 函数 f(x) 的 W 变 式 是 它 自 己 。 了 (x》 
3 f^( 的 图 形 绘 在 图 6.2 h. 


Ора) -| 


/ (а) Z ^(t) 


e 

— ---– 
-机 上 一 一 一 
е 


-g 


| m 5.2 
#2 ж | 
， | _ 1, 0<х<3/4, 
Dl TM o=; 3/4<х< со 
Hj W 变 式 ( 对 p=2 情形 )。 | 
[81 我 们 有 
3⁄4 3⁄4 : 
= |, мє, ad= {| wi, x)dx, 
于 是 得 到 ， Бел i 
当 б=<1, fc 4-1=-4, 
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1<t<2 时 ， мо = [ w(1, x)dx 


2«t«3H], Po) = w(2, x)dx = 


k 
3<t<4 时 ， f(t)= ыа, vanh, 
4=<t< сой], | 
fA(t) = dove x)dx= +f w(t, 9 )ау 


0 


=ч] w (T, #)®= BK (+ [4]. #)»(ил, 4)ay 
£o (2) orm Of Gc 9) ви 
(о Crh 9) |6 


3/4, 0<t<1, 
1/4, 0<#<2, 
f^(t) = 4 1/4, 2xt« 8, 
-1/4, 3«t«4 
0, 4<і< co, 
[G0 5 f^CO 的 图 形 如 图 6.3 所 示 。 


故 有 


из * 
a, 0%х<1, 
f(x) | 1xx«2, 
0, 2x:x « co 


Bü W "EX o, B 为 实数 (对 p=2 的 情形 )。 
URl 由 定义 ,有 


t 2 
may=a[ we, xda + Bf wa, х)йх 
mof wr, Bw. CO | WCE], os 


z aj. w([t,)dx Bw CO | wE, x)dx, 
我 们 省 去 具体 计算 步骤 而 写 出 最 后 的 结果 ， 


|. ^ [a+B, 0<t<1/2, 
f(t)=4a-B, 1/2<t<1, 
0, 1<ї<о, 


这 时 Parseval-Plancherel 公式 呈 下 述 恒 等 式 形式 。 
abe] + [(a-- 8)? - (®- B], a, 有 为 实数 。 


RUD BEBE ROS RIS BUT. 
иі É 
1, 0xx«a, 
foo = | 0, ax;ix«oo, 


其 中 а 是 小 于 1 的 实数 。 试 证 ,对 p=2, 有 

JAG) = (G@—r,)w([tJ, a), (6.33) 
其 中 mm= r,(a) Е r/2*<a< (r +1)/2* ЕН Н E a 
较 近 者 。 当 a 为 此 种 区 间 的 中 点 时 , n 为 右 端 点 , HERE n 
Bü t 而 定 , Dt] = k= k k u. ikki k..=1, 
s* 266.» 


证 KH 
а 1/29 2/2” 
f. (t) = fwa, x)dx = {, ws eee]. w,(x)dx + *** 


a DE 
(r4 1)/2* 1 
人 wa(x)dx, Ж rl aL uL 


但 是 

1/2» 7 1/2* 
Í. w, (x)dx = f мо» CX) Wo» (x) dx 

1/2* 
-| Wigze (X) Wi (2"x) dx = kj. wi(y)dy: (+1) = 0, 
f "mod |, wi (90dg: (+ 1) = 0, 

等 等 。 因此 当 а-г 时 ， 

о | monde [^ wa) Wren Gd 


= W юг» e. Was (x)dx = wy(a) was (Ga) (a — 7/2") 
= (a- ғ/2")%(а), 


mui cep 时 ,同样 可 得 


t^c) = (La) эма) we (а) 
-(42L-a)mco + (= D= (a- 751) wla. 
这 正 是 我 们 所 要 求 的 结果 。 ` 


例 5 用 Kla, p (x) 表示 区 间 [а, В) 上 的 特征 函数 ， JB - 


1, x€[o, В), 
келд|, хёго, В) 
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试 证 函数 
Кх) = 3 айсы) (X): 


的 W ERA 
^ау= [ато <a, (6.34) 
0, 1<t<o, 
жы <=, 并 且 变 式 是 对 大 于 1 的 任意 整数 p 而 求 
的 。 
证 Sh 


f*(t) = [> > Q4K(& s+) XI WC, x)dx | 


| w(t, x)dx 


ы 


Èo 
Š af san, DWE, пах 
-È 


aw (К, оз wt], x)dx, 


注意 到 记号 w(k, t) = w.(t) 并 据 W ARAR AZE 48 48 Br 
с 需 结果 。 
例 6 对 于 任意 整数 p>1 人 情形, 试 求 _ 
_[1-х,хє[0, D, 
TRH XCLl, o) 


B) W ER 
【 解 】 写 出 


ау = |, а-а, ode 
= fa», х)ах, (6.35) 
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由 于 xEL0, 1) 的 p 进 表示 为 
О x= Ух", 

КА Еті 
放 据 (6.18) 得 到 ї 

х= Ао + Ао” +A + + + A, ,007 1^, (6.36) 
其 中 ”ar ei, As, Ai, rs Ау H (6.19) 确定 。 于 是 
хь= Ao + AwCp* 1, x) 
+ Азм (2р%-1, x) + "+ Apa wQp = Dp, x), 


而 
C. х= 1, S p(Avw(phl, xy 十 
2 т 
“б + Арис Dp", x), (8.87) 
mE — | " 
$ -eA p, ls Ap ™, n, 
(6.38) 
у, sat Apps k=1,2, +, 
jy (6.37) hf 5 Ë ros 
х= ++ 3 duet, x) + 9 
| +lip-iw (Cp- lp) x), (6.39) 
代入 (6.35), 便 求 得 i 


fao = df sn, o ax- f ur д ++ 
2} И ^ Ah t rr | 


+ ьам Турк, x) Yw (Ctl, x)dx 


4, o<i<1, | 
= — u Jp ist јр + 1, ， (6.40) 
! j= 1, 2, б» p- 1, k=1, 2, =. DN 
{ 0, 其 余 的 x。 : 
з 289^ 


现在 我 们 举例 说 明 逻 辑 导数 的 另 一 种 求法 。 

BET 求 例 1 中 函数 AGO РВИ. 

【 解 】 шїї дї / 的 Walsh ZRECK B, WH JA, 1€ 
LAL, WRENS 得 


f(x)» lim f f^[»wtt, wat= f wa, x)dt, 
再 据 本 章 S345 2°, 得 | 
f? Q9 = we, юа, 
0 
ЖПБ (6.37), t 在 [0, 1) 上 的 展 式 得 (A 等 由 (6.19) 确 定 》 
1 оо 
nos 位 + Дїр Афи, D + == 
+ Ay. w((p— Dp, оо} wx], t)dt 
fl! ec 
«f. {++ pà р-—САџу((р – 1)р*71, t) + == 
Ay WOS, M} wex], idt, 
册 此 据 W 系 的 直 交 性 得 
1/2, 0=<x<1, 
|р, Jp! exe jpt, 


0, jp ^! * 1&x« (j+ D)p*t, 
j2L-5p-Lkzl,2,-4 

这 结果 与 本 章 $ 3 所 得 的 相同 。 | 

(0498/8 求 例 3 中 函数 所 x) 的 一 阶 逻辑 导数 (对 任意 整数 

р>1), ， | | 

[l] 用 例 上 中 所 述 方法 。 先 求 得 


„21710 ә 


` JG) = 


= ME 0б=г<1,_ 
由 此 给 出 f 的 表示 ( 反 演 公式 ) 

| fo» «f (а + Bwi(t)) wCx, t)dt, 
к | 


ру) = fto Bm CO)» Dl, Ой 
1 a — 
- [ex rto Dp, D += 
+ Ау (DI, |а + BWC) w(Tx7, 0944, 
整理 得 o 
4 ifa < an 
роо) = [E Sir o 09s D) + == 


Avast, 0) + P 90) 


* в р^*(С Аүуў((р- 1)р*7!@1, t) + === 
+ Ар W(P OL, ow, tdt 


1 eo — | 
= [esr Amp Dp ++ 
0 k=1 


+A W, 0) + D (t) 
+ Bp !(Ajw(0, t)  A»w((O 7 D, t) + = 
A AWG, D) +B z p"Ajw(p- Dp*t . 
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41,1) 4 7 Ау WI 1, оору, да 


© + ВА, 0<х<1, 
EM +£, 1<х<2, | E 
«Ау, ү Валы ‚ј<х<ј+1, ` 
L 


p 
jsp C 


абы. SL, ]рк-1зясх< pct, 


= 一 1, К=2, 3, ooy 


2A > BA. jpeiel«x«jp^!2, 


j=1, +, p- 1, k=2, 3, 
0, 其 余 的 x, 


如 与 本 章 53 f 2 比较， 可 见 这 个 方法 较为 明确 便利 。 我 
们 将 它 的 步骤 叙述 如 下 。 

求 1(x) BER ЕРЕ. 

1… 求 出 了 的 变 式 请 ， 

2. 借用 表示 f ( 反 演 公 式 )， 

3， 形 式 上 求 逻辑 导数 (判别 条 和 件 满足 )， ”- 

4 计算 结果 。 


下 面 附 上 简单 的 w ERE, Ш ЖОЕ 6.1)。 
ie 272 ° 


386.1 简单 的 Walsh 变换 表 


бча) ојун, dx 


af(x)+ Pg(x) ~ afA(t)+ Bo^ (t) 


fCxCOR) w(t, h^) 
I Wih, х)](х) JAGON JEL 
- рКр"х) fA(p-’t) JEL 
(Ox №0) fe L 
ТО) Je - fe L 
С (J@g)(x) OTIO) fger — 
fr (x) trjA (t) Jen 
(Өх) сх). ^q)» jen 
Kte, (X) Kie (t) Ax 8491 
- Хай), 0<1<1 
Кх) = Zoos JAG e 本 章 84 例 5 
0, 1«t« co 
> 
- 1/2, 0«t« 1, 
1-x,0zx«1 —A,p^*,jp*letcjpit . 
ico АС) +1, Ж 54 {06 
0, 1x x« oo J=1,--, p—1, k=1, 2, =, 


0, 对 其 余 的 机 
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$5" 乘法 直 交 核 


-为 了 对 Fourier 变 式 、Walsh 变 式 等 有 一 个 统一 的 了 解 ， 
我 们 将 从 乘法 直 交 核 的 角度 来 进行 讨论 (参看 [12] 俄 译本 的 
附录 )。 在 这 里 能 建立 有 关 最 佳 和 逼近 、 收 敛 的 基本 定理 , 特别 
是 建立 推广 的 Parseval 公式 。 由 于 证 明 的 方法 不 依赖 于 以 前 
的 结果 , 故 作为 推论 ， 我 们 同时 证 明了 关于 Liom H WER 
的 -Parseval 公式 。 Um 

大 家 知道 ,在 区 间 工 = Га, b] 的 长 度 mI =b- a 的 基础 上 
怎样 定义 Lebesgne 测度 。 如 果 给 定 一 个 非 减 右 连续 函数 
AQ) KEKA 工 的 “长 度 ? 规 定 为 

ml = Hb) 一 Ap(a 一 0)， (6.41) 

一 点 ¢ 的 测度 规定 为 
| mic) = u#(c)— u(c — 0), 
在 此 基础 上 , 象 定 义 Lebesgue 测度 那样 ， 可 以 定义 更 一 般 的 
测度 , 称 为 Lebesgue-Stielt jes 测度 (简称 工 S 测度 ), 它 也 具 
有 测度 的 基本 性 质 ， 如 非 负 性 与 完全 可 加 性 等 。 以 LS 测度 
为 基础 定义 的 积分 称 为 LS 积分 l, [0, оо) E LS пр 
数 £00 关于 非 减 函数 A(x) B LS 积分 记 成 


[ооох (6.42) 


用 记号 Lp 表示 一 切 LS 可 积 函 数 类 ,L% 表示 一 切 LS 平方 可 
积 函 数 类 。 

下 面 假定 AK(x)，?(x) 为 两 个 给 定 的 非 减 右 连续 函数 , 两 
者 定义 域 分 别 是 [a, b) УГА, B) (代替 区 间 可 以 考虑 一 般 的 
ELS 可 测 集 ,为 书写 简单 起 见 ,不 再 引用 其 他 记号 )。 
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Bi Ж, 如果 它 满足 下 列 两 个 条 件 : 
(i) 对 于 任何 有 限 v 测度 集 A, 函数 
w(x, 4) = |е qg)dv(y) (6.43) 
属于 LLL 而 函数 
fire у) | dv(y) (6.44) 
EWAN LH 测度 集 4 上 可 积 ; 


GD 对 任何 两 个 有 限 测 度 集 di dos 
b 
Ѓ обо 496, данх) = vta П 405 (6.45) 


Ш 9 Gc, у) 为 关于 测度 du, dy 的 标准 直 交 核 。 
此 外 ,如 果 除 了 (i) 与 (ii), 还 满足 
(111) 对 任何 两 个 有 限 u WER 41, A. 有 
Fecas (Ue, WAV) = 004,040), (6.46) 
其 中 
©(4, у) = | ox, Yadu(x), 


则 称 标准 直 交 核 p(x,y) 为 完整 的 。 

如 果 x, y 的 定义 域 相同 , 当 (у, х) = p (x, у) hj, # ë 
是 对 称 核 。 i 

例 1 可 以 验 明 ,定义 在 [0, 1) 上 的 函数 系 {0}, n= 
0, £1, +2, - 为 标准 直 交 核 。 

ЖЖ, 在 这 里 Га, b) = (0, 1), (А, В) = (—eo, оо), du 
为 通常 的 工 测 度 ， 而 测度 dv 的 意义 规定 如 下 ; RE KET 
一 维 点 集 ,N 为 整数 集 , 则 E 的 ?测度 定义 为 

m,(E) = (ENN) 的 基数 。 
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fiin, 3 E = (0, 1} 时 , m(E) 22; E=(-2,5] 时 , m,(E) = 
7, (可 以 引入 适当 的 函数 v OO 达到 同一 目的 。) 

我 们 来 验证 条 件 被 (i), Gdi) 满足， 关于 (i)， 设 4 为 有 
限 v 测度 集 ,其 中 所 含 的 整数 为 n, n, oo, no DU 


w(x, 4) =f ф(х, у)ду(у) = D Ф(х, т) = Ў) очен, 
Á k=1 k=1 > 


它 显然 属于 Lon MEY | [ес paw) = 显然 在 一 
ШЙ и ШШЕ КИИН, MATOWE. БЕШ Ai do REA Y 
有 限 测 度 集 , 它 所 含 整数 集 分 别 是 
№ = (ni. Ut, n) 与 № = (nj, купу}, 
ЖА | 
f olx, AD, 2,)аи(х) 
-| 5 girm > en *dx, 


0 x=1 


据 直 交 性 ， 右 边 等 于 集 N'OY N” 的 元 素 的 个 数 ， 亦 即 等 于 
7Cd4n42)， 因 此 条 件 GO 满足 。 还 可 以 验证 条 件 (iii) 也 满 
R. 

ени. 试 证 定义 在 [0, 1) 上 的 W 函数 系 w(x), n= 

… 为 标准 直 交 核 。 

定义 于 (- оо, ооз — оо, co) EPISCO (x. 92-7 
e» 为 关于 测度 анх) = dx, dv(g) -dy WIREX, B. 
为 完整 的 。 

其 实 ,对 任何 有 限 测度 集 A, 


Q(x, 4) =] е'чөйу 


属于 L-e n 这 是 由 于 当 X — со Bj, o(x, 4) = 0(1/x), X. 
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f | Ф(х, yen = | dy = m4 
A 4 


显然 在 一 切 有 限 测度 集 上 可 积 。 其 次 ， 对 任何 两 个 有 限 测度 
集 41, d», 关系 式 


Ff, gir» dy] Је ay | dx = ma n4» 


成 为 广义 Parseval 公式 ， 
| F ehay = |” к ,,(х)к 4, dx, 


因而 条 件 (i) 与 (ii) 均 满足 ,由 于 核 关 于 变 元 x 58 y 的 对 称 性 ， 
条 件 (6.46) 归 结 为 广义 Parseval 公式 ， кижини. 
BIS 广义 W C 
ф(х, y) =e 090. wx, у), 0<х, y<% 
关于 测度 ах, dy 为 完整 的 标准 直 交 核 。 
其 实 ， 对 任何 有 限 区 间 4= (a, b), 由 本 章 $4 pi 4 可知 
cxx, 4) =| вс, у)ӣу= 0(1/х), x-9o, 
克 olx, A) € Lio, МЕНЕНЕ A 亦 然 。 又 函数 
人 pes ваи = ma 在 一 切 有 限 测度 集 上 可 积 , KORE. 
性 质 (ii) ，(iii) 均 为 关于 特征 函数 的 Parseval 公式 (参看 本 章 
$2 定理 4, 它 的 证 明 用 不 着 (ii) 与 (iii) )。 
现在 列举 标准 直 交 核 的 若干 性 质 。 
定理 1 BIEL, 4 为 某 一 有 限 v WM. Hos у) 
为 关于 测度 du, dv 的 标准 直 交 核 ( 不 要 求 完整 )， 则 在 形 如 


[vano yaviy) (6.47) 
KBA h, REEDEL f(x) 的 那个 函数 为 
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f 1G08 (х, dula), 35 v€ A, 


v^) -| _ 
: 0, M z€ A, 
这 里 W(y) 在 4 外 为 0。 I 


Ш ” 据 标 准 直 交 核 的 性 质 , 求 得 
fi fo) - was y)drQy) [an 
b "b B 
= [teo laneo - 2Re[ roo | wang, pavydu) 
+ | lwan j2dy (g) | 
= Hits + ilta - 2Re f сае Gode 
- Ufa + vta Ги, 
HUP f(x) 给 定时 ， w* (g) 随 之 而 定 ， 欲 上 式 达 到 最 小 ， 必然 
第 二 项 为 0, 亦 即 уси) Су), ЛЕЗ 
[weer, ydvty) 


5100 жарон, 

下 面 讨 论 一 个 收 华 定 理 。 为 了 确定 起 见 ， 假 定 核 的 定义 
域 是 (0， оо g. 0, со) 

定理 2 р(х, у) 为 关于 测度 ал, dv 的 标准 直 交 核 ， 
9(2) 为 当 у -> со 时 单调 趋 于 оо 的 函数 ， 则 对 于 任何 使 积分 

| Ivy) 960v) 
КНУ PC (у), `4 n -> со 时 ,序列 
S(x, r) = [7 V()9 (x, ydwy) 

A ER Jus Ab AE ТЕТЕ, 3X B 3221 r, 选 其 满足 n«g(r) <n+1, 
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` 


E ЖЖЖ УСУ) 的 道 变 式 


fG0 = | voa, 0) 09), 
其 中 [^ 依 平 均 收敛 意义 。 我 们 有 


[лоо - se, ro laneo = jÉ иса) 12490), 
从 而 
È [оо - sos пано = X | КАЛ 


N-—1 frk 

-A[ периси) асу) lim |" Iw GD [dv(y) 

N— 

<S" won l'gandyan + аза |” | (0) 1290у)ау (у) 


< > F Ion gon dv(y) = n Iv) |2900) 060) < oo, 


i |70) — S(x, ra) |? 几乎 处 处 收 和 化， 更 有 大 xz) S г) 
几乎 处 处 收 全 于 0, 即 当 k -> со 时 ， 几 乎 处 处 有 S(x, rs) 一 
JOD. BER. _ 

前 面 已 经 提 到 , 指数 型 核 , W 函数 以 及 广义 W 函数 都 是 
标准 直 交 核 。 这 类 核 还 有 一 个 重要 特点 ， 即 属于 所 谓 杜 法 核 
之 中 。 这 样 ， 分 析 中 直 交 核 的 概念 就 与 代数 中 群 的 特征 概念 
密切 地 联系 起 来 了 。 

ЖЕН 称 核 函数 9%(x, y) 为 乘法 的 ， 如 果 对 每 个 z€ 
(A, B), 9 (x,9) 不 几乎 处 处 为 零 , 下 述 条 件 清 足 ， 

对 于 任何 91, YECA, В), WRF Ell, B), 使 

ф(х, y)9 GG, у») = @(х, yi) (6.48) 
EERE y AERE RUMMER Yr, 
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WR ф(х, y) 既是 标准 直 交 核 ， 又 是 乘法 核 ， 则 称 : 
P(x, у) HR ERREZ H. 

BJ W # (w.(x)), k=0, 1, 2, +, 是 乘法 核 , 这 里 

Га, b) =[0, 1), (А, B) = (0, 1, 2, y, 

Е РЕА АЙЛАНА Е e 

广义 W 函数 w(x, у) (0<х, y « oo) 也 是 乘法 核 。 

还 有 , Fourier 分 析 中 的 指数 函数 核 etbenz00<x<1,. 
п=0, +1, +2, ..) 与 e2rixy( — co < x, %<eo ) 均 为 乘法 核 。 

显然 ,所 有 上 面 提 到 的 核 都 是 乘法 直 交 核 。 a 

对 于 含有 可 列 个 (或 有 限 个 ) 元 素 的 乘法 核 , 我 们 证 明 

定理 3 dis-i(oQx)k-0,1,2, ,x€(a, b), 为 
乘法 核 , 且 存在 常数 Ms 0 使 


| о ин 
| |Ф„(х)[{4х<М, к=0,1,2, ++, (6.49). 


那么 有 
Ci) 对 任何 整数 r, Сре) S, 
(її) ]|Ф6(х)| = ТО УЉА ЗУ 
(iii) 9,60 € S, Н [Ф„(х)1^7! = Фу), k= 0, 1,2, 
Ж 0065, 由 乘法 核 的 条 件 知 存在 wES, 使 
oV = Фо 
从 而 wx)=1ES。 对 于 5 中 的 元 1 уе, 考察 方程 
94V = 1, 
JH ЖЕКЕН И = р. ЄЗ. 一 般 地 ， 考察 方程 
Фр = Orl, г=1,2, 
据 归纳 法 便 可 推出 V- фт 均 属于 S, r=0, L2 
同 法 , 考察 方程 
949r т=1,2,+#, o o. 
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又 可 推 知 一 切 W= pr HATS, rz], 2, 结论 Чу 
Е (и), 设 e 为 大 于 工 的 任 一 常数 , 令 
. E=(x€(a,b):|@,(x)| 2a), 
Ж тЕ>Ф, НТО), ФУ (к=; 1，2，…) 全 都 属于 S, 将 有 


b . 
| | Plx) | dx=" mE — оо, 


这 与 假设 条 件 (6.49) 相 矛盾 , 故 mE =0, 因而 集 
{xE (a,b):|@,(x)| >1) 
的 测度 为 0。 同 法 可 证 , 集 (x€ (а,Ь): |р) | <1) 的 测度 为 
0 (利用 pz”E€S)。 这 样 , 集 
(x€ (a,b):|@,(x)! 1} 
的 测度 为 0，( 生 证 毕 。 
最 后 证 明 (iii)。 册 (二) 知 |Ф,(х)|?=1 (除去 一 个 零 测 度 
集 外 ), 即 | 
PP = 1, 
由 于 gw 1 均 属 于 S, 故 据 乘法 核 的 条 件 知 
phX)=[oMx)] l€ S, 
鱼 论 (iii 证 毕 。 . | 
АТИ ЕЙ, Bx (А, B) 代表 一 个 群 G. 
G 的 运算 为 。 ф(х, 9) 为 核 函数 ,y EG。 可 以 将 等 式 (6.48) 
改 述 成 :对 于 任何 у, VEG FE YEG Н у= уу: 满足 
960.096. vi»796, у), (6.50) 
那么 容易 验 明 ，Fourier 分 析 中 的 指数 函数 系 
qer, уЄ(— oo, oo)], (efr, 天 = 0, +1, ө} 
5 W 分 析 中 的 函数 系 UU k=0, 1, +} ы (эх, У); 
y €[0, оо)} 均 是 乘法 直 交 核 。 KOARDEN, HT e dpa] 
态 , 从 而 群 G 在 同 态 下 的 象 {p(-，2):9EG} 鬼 成 群 (参看 第 -一 


.2R1 。 


ж $3 定理 1)。 如 果 核 是 对 称 的 , 则 (6.50) 还 表明 9 是 群 G 
上 的 特征 , 而 第 一 章 $3 定理 2 又 指出 , 群 G 的 一 切 特征 构成 
群 。 这 样 粗略 地 夏 出 ,乘法 核 与 群 的 特征 群 肥 紧密 的 联系 ,由 
此 可 兄 ,乘法 核 具 有 重要 的 意义 。 令 


D,(x) = | P(x, u)dy(u), ` (6.51) 
5,03 x) = ["fe)D,Gecdv(), — (6.52) 


者 存在 数列 уь Гоо, (SE FE {Ч Ж H P BJA ЕЕ P8 3⁄ f, 
S, (fs x) 几乎 处 处 有 界 地 收敛 于 x)( 指 Sm 与 天 无 关 地 有 
ЯН 5,0 x) 几乎 处 处 收敛 于 f(x)), W R E ф(х, у) 
为 D 型 核 。 可 以 证 明 , (ex, уЄ(— оо, оо)), (w(x, z): 
х, y €[0, со)} 关于 u(x) = v(x) = x jg D 型 核 ， 且 显然 均 
是 对 称 的 。 

现在 对 D 型 乘法 核 建立 一 个 基本 结果 ， 即 Parseval- 
Plancherel 公式 作为 结束 。 这 个 公式 在 前 面 曾 多 次 提 到 过 。 

"eC, y) 为 特征 时 , РС, 9) = 9C, 2 90， 因此 关于 乘 
法 核 的 条 件 (6.5f) 可 以 改写 成 

9C, y09 C. yn29(C ' aga, (6.53) 

这 便于 下 面 应 用 。 

定理 4 设 9(x, у), х, у;>0, 为 对 称 的 乘法 核 ， HJÉD 
AH. BIELI, Wm 


тоож, naua) 
平均 收敛 于 Li 中 的 一 个 元 作 (y), EUR GE 1E 意义 下 ， 
foo = [I^ Greos aoran, (6.54) 
与 Parseval-Plancherel 公式 成 立 ， 


2872, 


[аюга = лоо адсу. (6.55) 


证 分 四 步 进 行 。 
第 一 步 ”证明 (6.55) 对 任何 于 无 穷 远 的 邻 域 为 0 的 阶梯 
[d S(x) 成 立 。 令 


Su) = [75 0б, ayda, 
我 们 有 
Ñ IS^(u) |*dr(u) = Геос ssa, u)dp(x) 


f score. agn) 
= | sen] sof eere wydv dp x) Ht!) 
9 0 0 . 


- f. SOSS SOD, Danio ано?) 


HFE, у) 为 DD 型 核 , 故 上 式 О } 中 的 积分 开平 处 处 有 界 
KAF 8S(x')。 又 因 上 式 两 个 无 穷 积分 实际 上 均 为 有 穷 积 
分 , 故 据 工控 制 收敛 定理 , 便 得 


ша] васи) зарби) = [exse 
= [lsc алса), 
从 而 | 
tim" |S^ Go) [4н Go) = [is [zdp(x), (8.56) 
其 公式 (6.55) 对 于 任何 于 无 穷 远 点 邻 域 为 0 的 阶梯 函数 成 
T BP BETEL WER f 
RIEL, 2 
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f(x), |x] <N, 


(6.57) 
0, |х|>М, 


fs (x) -| 


我 们 有 
рш | бох, waua) 


=] FPA), 


“对 每 一 固定 的 N, ЖИЙ SCRI 5,00), 于 |x| >N 为 9 者 ， 
使 适合 ， a uel 
lim|fs— S], = 0。 l, 
Wd Fatou 定理 E I 
lsl<lim|s?| = ај, = ‚л, (s. (6.58) 


从 而 js єзї, 并 且 对 于 任何 p= 1, 2, +, E Е 
上 到 一 ж. = I Gn = Јал їн. 90, моо, 
B 6 是 了 中 的 基本 列 。 据 空间 LIB, 存在 一 个 元 
PELLEA |i$-i^|0, Моо, 
这 样 ，j^(w) 便 确定 了 , 我 们 把 它 表 为 
j^a)-lim| JOP da. (6.59) 


显然 , 对 任何 数列 asco, a, 不必 为 整数 , ЈА 5 18 有 同一 极 
限 ( 参 看 (6.58))。 因 此 ,(6.59) 确 定 的 f*(w) 是 唯一 的 , 其 中 
N 未 必 为 整数 。 此 外 ， 当 f(x) 还 属于 时 ，(6.59) 与 本 章 
$ 2 的 定义 是 一 致 的 。 

第 三 步 Xf€LLuB.55. 

Eje LA, I^ H(6.59) 5E Y. 4E (6.54) B, 令 Моо 得 

А (6.60) 

为 获得 公式 (6.55), 到 阶梯 函数 列 《于 无 穷 远 点 邻 域 为 0 者》 
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Sy, 适合 17- 5,1—0, нж [5 Hl. 506.60). 
If^ S4 = [07 Sp^l«lf- SM. 
故 上 5$1~1f*1。 前 面 已 证 明 , 1841 = 18,1, BEISA liho 
1н 15,1071, 从 而 有 
If^l = HT. 

有 即 (6.55) 证 毕 。 

在 证 明 (6.55) 之 后 ， 容 易 证 明 广 义 Parseval-Plancherel 
公式 成 立 , 就 是 说 , 当 j, gE€ LÀ 时 ,有 广义 Parseval-Plancherel 
公式 


f. f(x)g(x)da(x) = Pang udv, (6.61) 


"P 
其 实 , f+g HEAK f^ - 9^. 因而 据 (6-. 55), fE 
f [f(x) +g l'an (O 
-f nao + g^ Cu) |dv(u), 
展开 它 , 并 注意 I= Al, lgl = 1071. 有 
Relfgdx = Ref ^g^dy, 
在 上 面 推 导 中 , 把 9 JR ig, 可 得 
mf jgan =m улаа», 
合并 上 述 两 个 等 式 即 得 (6.61)。 


第 四 步 (6.54) ЕВН. 
既然 已 证 明 f^er, Bs ІА 中 的 一 个 元 960, 使 


Lim. ,P O09 (x, и)ӣу(и) = g(x) (6.62) 


Ndo Jiul« 


从 而 
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одан) = анс. }^ шуш (А, u)dy(u) 
га 0 N ->00 lul«N N 
=1im f auco[ f^(u)9 (A, w)dy(u) 
NJ lujan 
=lim f'(u)D,(u)dy(u). (6.63) 
>o Il < N 
其 中 (利用 核 的 对 称 性 ) 
D.(u) = Poa, udul) = Гаа, (PCA inda Co 
0 0 
属于 Li. ATI ODLU) EI,。 故 积分 (6.63) 可 写成 
f goana = f ‚оруш ш, — (06.60. 
ЕН ЕЖЕ ВАЎ qo D 的 变 式 
[ Ka S DP, WAUA = | 9 Quya (Л) 
Mi<~ Ü 


= D,(u), 
于 是 46.64) 右 边 应 等 于 ( 据 (6.61)) 


f 1ra, (ад) = Í HAJAH), 
А! <= LU 
这 样 得 到 


` 


Г есап) = f тан), 
0 G 


HUEI Ls 积分 理论 可 知 ， 关 于 测度 da, 几乎 处 处 有 f(x) = 
960, Е (x:f(x)=g(x)) 为 零 测度 集 ， 参 看 (5.62)。 定 
理 全 部 证 毕 。 . 

定理 4 给 我 们 提供 关于 对 称 乘 法 核 的 一 些 基 本 结论 。 值 
得 注意 的 是 , 它 没有 利用 核 的 完整 性 假设 而 把 Parseval-Plan~ 
cherel 公式 作为 乘法 核 的 一 个 推论 。 


s 286 + 


86* 一 类 极 值 问题 


作为 W 变 式 与 逻辑 导数 的 应 用 ,我 们 简要 地 介绍 一 类 极 
值 问题 。 | 
设 а 为 非 负 整数 , 0 和 ac< 1。n 为 一 整数 并 满足 如 >Gg+e+. 


i. 9 (x) 定义 在 L0, eo) E, FAR L^ К SC EC n Bp E 


HFR ЖУ, ER 9 (x) 于 某 个 有 限 区 间 [0, y] 之 外 处 处 为 
0。 一 切 这 样 的 函数 w(x) Pr BJ 28i y Ф= ó, >, 考虑 由 . 
PES 产生 的 W 变 式 


T(t)=T(t; Ф)= ['ecow Dax 


= sowa, Ddx, — (6.65) 


我 们 要 讨论 的 是 下 述 极 值 问题 
c= int aco TG) lar, (6.66). 
9c5J0 
这 里 % €5 满足 约束 条 件 
[#|ә=[Т|›=1, (6.67). 
L(t) 为 给 定 的 非 负 权 函 数 , 局 部 有 界 , 并 满足 
B(ty=0(t) (t—0), (6.68) 
H(t) -0(t*7) (гоо), (6.69). 


为 解决 这 个 极 值 问 题 , 首先 建立 用 条 引 理 。 
引 理 1 极 值 c 为 有 限 数 , 即 
| 0<с< о, 
为 证 此 引 理 ， 只 须 在 类 Ф р Фох), 使 对 Фох) 
有 
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faeta; P4) |*dt < оо, 
事实 上 , 令 
p"^, Oxx«p^", 


P(x) = 
° |, xmp, 


其 中 六 为 满足 p ”<r 的 正 整 数 。 显然 go(x) 定义 在 [0, co) 
上 并 在 [0, 和 门 之 外 处 处 为 0， 且 PoE Lip, æ) о 于 是 9$ € Lis) 
( 见 本 章 $3)。 如 果 我 们 能 够 证 明 , 6 在 正 实 辅 上 某 个 有 限 
区 间 之 外 恒 为 0， 便 可 利用 本 章 8 3 性 质 2° 得 出 ge 有 直到 
阶 的 逻辑 导数 。 可 是 ， | 


p __ CN 
т@у= | pA" w(x, пйх= pf w(x, t)dx 
pA > 1. 
=p. wx, [ax c pp" | Wyp, [t3)dy 
` 
= рт | Жи, p- [tl)dy, 


当 [t]zp 时 ,由 W 函数 的 直 交 性 得 T(t) = 0, 
ХЕ, 0 € @, FEBRA 121. = T| = 1， 再 据 权 函数 
AC) 所 应 满足 的 条 件 (6.68) 知 


Гаоіто, Фу) |2dt < + со, 证 毕 。 


有 了 引 理 1, 便 可 和 保证 所 提 的 极 值 间 题 的 解 有 意义 。 
利用 证 明 引 理工 类 似 的 方法 , 不 难 验 证 函数 
eG) = | w(, x) Щщ j/p"<x< Jj+1/p 时， 
0, ЖЕ х, | 
FER Lio 意义 的 任意 阶 逻 和 辑 导数 ， 其 中 m, k, j 均 为 任 
意 整数 , Нк, j29, [ИҢ 9 € @, 
我 们 将 要 证 明 的 引 理 2， 即 变 分 引 理 , 在 解决 极 值 问题 时 
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- (6.70) 


是 一 个 关键 性 的 引 理 。 
引 理 2 设 实数 y»0, 函数 B(Y) EL yl» 车 对 于 任意 的 


veS BA 
[sanvonay =o, (8.71) 


则 BCy) 必 几 乎 处 处 为 0: В(у) —0, y € (0, >), 
证 将 » 表 成 p 进 数 | 
P= P-P + yp e + ура + ув + ур”! 
+y? + з ={у]+ {у}, 
Є (0, 1, =, p- 15, 
Uj5-»-»*1,7,0,1,2, +, (6.72) 
这 里 [yJ 5 {у} 分 别 表示 7 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 。 
设 ГуЈ= №>1, HF (6.71) 对 一 切 ¥EG 都 成 立 , 故 可 
分 别 对 k=0， 1, 2, а, 取 
су" ” 0<у<1, 
M 2-| 0， 其 他 у, 
它们 答 是 (6.70) 中 当 m=0, j=0, k=0, 1, 2,» SEZEN 
是 假设 条 件 (6.71) 化 为 


Р ИК [i 
о= |, BC)v way= | BOWE, vay 


(6.73) 


, 0-dy- [ BGy)wtk dy Е 
+ f в‹и)-0-ду= | BGwte, yay, 


k= 0, 1, 2, teo 
H p 3: W 系 的 完整 性 立即 得 B(y)~0 在 0<y<1 中 成 立 。 
这 样 ,假设 条 件 (6.71) 化 为 


f BC YY dy = 0, (6.71) 


再 分 别 对 k= 0, 1，2，… 取 
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k, 9 lx «2, 
море" У y (6.74) 


0, iiy, 
它们 正 是 (6.70) 中 当 m=0, j-1, k=0, 1, 2, -- 的 情形 ,于 
是 (6.71)1 成 为 


y 2 | 
=f BGowGody = [ B(y)w(k, y)dy 
t 2 
«f ВСу) 0:dy = ( Bew, yay 
2 1 
1 
= |, В(у, + 1)w(k, у * Ddgy 
1 T7 + 
= вол +1)W(k, Ydy’ E= 0, 1, 2, =, 


这 最 后 一 步 是 由 于 W 函数 的 半期 性 。 
BDE H W Zhgsestte B e D dE Ovi 18 JL 
处 处 为 0, 亦 即 BC) # 1 y «2 中 几乎 处 处 为 0。 
如 此 继续 下 去 ,由 归纳 法 便 得 
B(y)~0 在 0<y<fy] 中 成立 ， 
同时 假设 条 件 (6.71) 化 为 


|, BC)ay= 0, (6.71); 


# у= [y]， 则 引 理 得 证 ; E уау], ЖЕ у 的 整数 部 分 作 
完 之 后 ， 再 来 做 小 数 部 分 。 我 们 不 再 重复 类 似 的 步 又 ， 只 指 
出 , 当 

В(у)~0 Ж 0<у< [у] урж. кур TUAE 
得 证 之 后 , 假设 条 件 (6.71): 化 为 


f В(у)у(у)йу= 0, (6.71); 


[Р]+Р071+..+у,р-# 
&Г=[уй+ ур i+ + yp'', ПВР 
290. 


w(p'*1k, y) M D«yc«re-p*!, 
YY)= 
0, 其 他 у, 
106.70) 4 m= s+1, /= p, k= 0, 1, 2, = 的 情形 ,而 
06.71): 化 为 


Гре 
o= |" BanwGnáy- |” BGnwartte, y)dy 
= (Far + ywo, y)dy 
= pif ВГ v p^t!zyw(p'*!k, р^'712)42 
=p- | ВГ 4 p7!z)w(k, z)dz, 


H W 系 的 完整 性 得 ВОГ + p712)—-0 # 0<z<1 n, Ер 
В(0)~0 dErT«y«r ep Br. 
按 这 样 的 方式 作 Ye+1 次 ， 便 能 得 到 
В(0)~0 Ж Г<у<Г+у, арф, 
再 与 前 面 结 果 联 合 起 来 ,就 完成 了 在 
0<у<[у1+ урт + + рор + у, рт) 
中 BO) ~0 的 证 明 。 因 而 对 任何 S$S=1, 2, 3, … 都 有 
B(g)— 0 {Е0<у<[у]+ур71+ +++ рар + уыр, 
故 必得 有 BGO)-01E0«y«y 中 成 立 。 引 理 2 得 证 。 
现在 定义 一 函数 


K(u) = ficca, udt, (6.75) 


不 难 验证 , KOO 存在 n VERRE, НК” € Lio.» JF B fk 
LEGUNAISIBSER К” 与 伴随 导数 K。, 相等 60。 

有 了 这 些 准备 之 后 , 便 可 得 到 

定理 1 极 值 问题 (6.66) H f e € o fail IE B OA 分 - 


* 291 > 


积分 方程 
| е” хук” iexodx- 196070, 0<у<у, 
证 设 4 为 极 值 问题 (6.66) 的 最 小 值 , 则 对 任意 ?EB 有 
[Гао т) [2а — 120, (6.76) 
利用 约束 条 件 (6.67), 上 式 化 为 
[amiT ar-a [160 0, (6.77). 
再 设 9, 为 一 最 佳 元 , 即 极 值 问题 的 解 , 其 W 变 式 为 
Talt) = | рос), х, 
354. vx) = plx) + ew C), MyEG, 则 的 二 次 函数 
Qe) = | ш) тео [аг af |o (t) dt 


=f uo |" @(x)WCt, x)dx |20: 
0 0 


-af | ect) [2а [n | (6.78). 
ž e= 0 时 应 达到 最 小 值 0， 故 应 有 
e|. Sc (6.79) 


为 展开 (6.79), 先 将 EUN да, Aeco, 9 
第 六 章 $3 性 质 3° 知 ТО) =tP^ (t) E Li. 从 而 


exo], at) |T G) |2 = [ мб)" | eT) 2dt 
=f morel hin i. m. N 9: (x)W(x, пах 


x | Li.m. Ñ priuw, nay at, 


Ы 


f 
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利用 ut^? RUE FEE. д” € L, JW au A 3 W St 
以 及 Fubini 定理 ,可 将 Q, (e) 写成 


QC) = т> ict"? 
m | 
x lf, fro eos aw. у©х)ах aylat 


M ^N — 
=н | s" cos Су)ксуӨх)ахау 


M70 
No 
=| | eros у)к(уӨх)ӣхӣу, 


其 由 к 由 (6.75) 给 出 。 于 是 
О(г) = 9.) - if lø (t) [24 


= | ОР + eV (X) 97 (у) 


0 
+ eV * (y) ik(yOx)dxdy — af (08 
£o Ct) V CO) ego Cv (t) + ЕЗ? (т) )dt, 

对 上 式 求 9 并 令 e=0 得 

|, [срео an +ve()9PG01e(vOx)dxdy 


-不 {Фо Уб) + Po YE) dt = 0, 
BREGON) = к(уӨх), 故 上 式 又 可 简化 为 
reff” M k(yOx)og" (хуу (y)dxdy 


-站 fv anvandy | = 0, (6.80) 


其 中 Re 表示 复 值 的 实 部 。 
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BUT x(w) 存在 n ИР КЕЗ, ЭР Н. 


K'""(u)€ Lio. k "(u) K.L (u), 
3 o ` — се 
f «(Ox (у) ву = |, кы. YON YW dy 


= fer (yO) ay, 
代入 (6.80) 便 得 。 
Rel" g (x) [f x * GOxW( y)dy ax 


-af росу араз] =0, 
{А кте € Li. 于 是 再 用 Fubini 定理 ， 上 式 化 为 
reff ix: уӨхур (хуйх 


_ jean Pay} = 0, 


AE, A AGO [e Oxo оох, yu A€ Lior» v€ Ф, 


从 而 由 引 理 2 8018 
A(Y)— 19(y)~0, УЄ (0, у), 

这 就 是 (6.76)。 定理 证 毕 。 

还 可 证 明定 理 1 中 的 条 件 是 充分 的 。 我 们 有 

定理 2 方程 (6.76) 的 最 小 固有 值 是 极 值 问题 (6.65) 在 
类 多 中 的 最 小 值 ,而 所 属 的 固有 元 为 相应 的 最 佳 元 ( 常 因子 不 
计 )。 | | 

它 的 证 明 有 一 部 分 已 包含 在 定理 1 的 推导 中 ， 这 里 不 再 
写 出 了 。 

定理 工 与 2 一 起 表明 , 逻辑 微分 -积分 方程 完全 刻 划 了 极 
值 问题 的 最 佳 元 。 
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当权 函数 д) =", n=1, 2, … 时 ， 极 值 问题 取 如 下 特 
KER 
| c- int [ете pat, (6.81) 


这 里 Ф, 表示 一 切 于 fo0, yj 之 外 为 0 并 在 [0, оо) 上 存在 依 
І? 意义 的 直到 2n 阶 逻辑 导数 的 函数 p (x) 所 成 的 类 , 并 且 满 
足 约 束 条 件 


lol2= IT], = 1, 
这 时 可 以 直接 证 明 ( 略 ) 。 
定理 3 极 值 问 题 (6.81) 的 最 小 值 为 逻辑 微分 方程 
9?"(x)—4Ap(x)—0, 0<х<у, (6.82) 


的 最 小 固有 值 ， 而 取 达 极 值 的 最 佳 元 为 此 方程 的 相应 最 小 固 
有 值 所 属 的 加 有 元 ;反之 ,方程 (6.82) 的 最 小 固有 值 是 (6 .81) 
的 最 小 值 , 而 相应 的 固有 元 为 其 最 佳 元 ( 常 因子 不 计 )。 
从 新 得 结论 立即 看 出 ,对 于 这 类 离散 的 极 值 问 题 的 解 , 可 
以 用 逻辑 微分 -积分 方程 或 逮 辑 微分 方程 的 固有 函 数 来 刻 划 ， 
而 用 连续 系统 中 的 普通 微分 方程 来 刻 划 是 不 可 能 的 。 
所 有 结果 都 已 推广 到 多 元 情形 64。 
我 们 给 出 用 逻 匈 微分 方程 刻 划 离散 型 极 值 问题 解 的 例 。 
bil d (a, 8 为 实数 ) 
а, 0<x<1/2, 
roa 1/2<х<1, 
0, x>1, 
可 以 求 出 
l (+8), 0<t<1, 


2 
T()59^0)754 Le 9, 1<t<2 
2 , AX 多 
0 


, £22, 


205» 


当 两 参数 a, В 变动 时 ,在 条 件 tp 
|Т|,=1 (6.83) 
之 下 求 . I 
с(а,В) = int [рте a | (6.84) 
的 极 值 (对 于 p= 2), 
【 解 】 对 于 0б<х<1, RH 
99x) = f ÜCT(t)w(t, x)dt 


kawaka  O<x<1⁄2, 


| Latos Ta pl), 1/2<x<1, 
JETEPEZ I RR (6.82) (Р y 2 1, n5 1) 化 为 


1 7 _ 
pate) +——(a— В) -са=0, .. 


1 7 | 
€ (9+8) pa-p) -cB-0, 


从 而 极 小 值 c 满足 方程 
1,7_„1_7 
6" t 6 $6 | 
=0 
[t T 1 7 | 
|6 6 Ete 


或 ( 3 с) -1=0, 由 此 知 c=1/3, 而 相应 的 w 8 均等 于 1 


《利用 条 件 (6 .83))。 
例 2 对 于 


226. 


а, 0<х<1/4, 
В. 1/4«x« 2/4, 
у, 2/A«x«3/A,. 
0, х>3/4, 


考虑 例 1 中 同样 问题 (p= 2), 
【 解 】 可 以 求 出 (对 于 0<x<3/4) 


(x)= 


ро) = l'te^cowe, sod 
Е 48-2», 0<х<1/4, 

нө 1/4&x« 2/4, 

K Be, 2/4<x<3/4, 
ERIS. RD (对 于 y=3/4, n= DAS 


Ja- 4B — 2y- ca = 0, 


MEI 2. (6.85) 


= 2а+8+ 1S. ey 20, 


而 极 小 值 c 满足 方程 7 
(49-‹)'-2(48-еў+1в=0, т 


最 小 的 正和 根 为 c= 1.19, WE o ЈАНЕ а, В, у 可 由 方 
程 (6.85) 及 限制 条 件 91s=1 求 得 ,具体 数值 结果 从 略 。 
关于 多 元 情形 的 数值 例子 见 [34]。 
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1。 在 伪 乘 的 定义 (6.2) 中 ， 能 否 把 X ТЕБЕДЕ? 试 考 
察 伪 乘 性 质 与 广义 Р 函数 的 性 质 。 
2. ЗОИ 变 式 在 卫 进 有 理 点 是 否 连 续 ? 
з. 设 
a, 0<х<1/4, 
B, 1/4<х<2/4, 
Дох) =4 y, 2/4<x-3/4, 
ó, 8/A&x-1, 
0, 1<лхл< хо, 
试 求人 (0) (对 于 P=2)。 
4. id 


x, O<}, 
qs 1<x<2, 


: 0, 2<х< со, 
Аж ^O) (对 于 任意 大 于 1 的 整数 了 )。 
5. 函数 | 
_ í 1, 0<x<1⁄8, 
fo { 0, 1/8 x« oo 


B] W ERO =2) 有 何 特点 ? 

6， 试 证 定义 在 (0, 1) 上 的 W ERR wax), n=0,1,2,… 构成 
标准 直 交 核 . 乘 法 核 , 且 是 完整 的 。 

T. RIE e" (~ oo x, у<оо) у D RUE, 


8. 试 证 ce) (x. ys9) 为 D 型 核 。 
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- X 


— iB i (uniform appoximation) 


= HM 
二 元 W SRROV series of two variables) 
—J W 系数 (WW coefficients of two variables) 
二 元 (Р functions of two variables) 
二 进 无 理 数 (dyadic irrational number) 
二 进 有 理 数 (dyadic rational number) 


二 进 自 相 关 函 数 (dyadic autocorralation function) 


二 进 连续 性 (dyadic continuity) 

二 进 表示 (dyadic expression) 

二 进 卷 积 (dyadic convolution) 

LO W t (dyadic W matrix) 

二 进 移 位 (dyadic shift) 

二 进 移 位 的 不 变性 (dyadic shift invariance) 


= Z 


引 


广义 Parseval-Plancherel 公式 (generalized Parseval-Plancherel 


formula) 
P XW ВАЎК (вепегаіігей W functions) 
子 群 (subgroup) 


DU N 


反对 称 部 分 谱 (spectrum of skew symmetric part) 
反 演 公 式 (inversion formula) 

无 限 群 (inf inite group) 

内 积 (inner product) 


五 3 


可 分 空间 (separable space) 

平均 收敛 (convergence in mean) 

平均 逼近 (mean approximation) 

本 性 有 界 函 数 空间 (essential bounded function space) 
对 称 核 (symmetric kernel) 

对 称 部 分 庶 (spectrum of symmetric part) 


六 Ж 


RA (homomorphism) 

rS ECC inite group) 

TR W 变 式 (finite W transform) 

Фу} (pseudo-sum) 

ФЗ (pseudo-product) 

Ф (pseudo-dif ference) 

7i|3& (sequency ) 

ARF W 函数 (W functions of sequency order) 
HAW 函数 (W functions of natural order) 
Bril sd (stop functions) 

fi (degree) 


张 量 积 (tensor product) 
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伴随 逻辑 导数 (adjoint logical derivative) 
完整 系 (complete system) 
SiS E (complete kernel) 


A 3: 


拓扑 群 (topological group) 

直 交 的 (orthogonal) 

直 积 (direct product) 

卷 积 (convoiution) 

卷 积 公式 (convolution formula) 
奇偶 性 (odevity) 

范 数 (norm) 


A 3 


绝对 连续 函数 (absolute continuous functions) 
标准 直 交 系 (orthonormal system) 
标准 直 交 核 (orthonormal kernel) 


t X 


特征 (character) 

特征 函数 (characteristic function) 

特征 群 (characteristic group) 

ЗЕЕ (compact topological group) 

乘法 公式 Cmultiplicative formula) 

乘法 直 交 核 (multiplicative orthogonal kernel) 
ЗЕ (multiplicative kernel) 


+ 一 X 


XP "SS (logical derivative) 
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2 CE (logical convolution) ` 
逻辑 积分 (logical integration) 
Е x (second multiplicative formula) 


+ = 3 


ЖИТ (best approximation) 
循环 卷 积 (cyclic convolution) 
循环 移 位 (cyclic shift) 


+ 


# (group) 

3j 4E (dense set) 

数 的 反 演 码 (inversion-code of number) 
置换 (permutationy) 


Abel 群 (Abel group) 

Abel 变换 (Abel transform) 

Banach 代数 (Banach algebra) 

Banach 空间 (Banach space) 

Bessel 不 等 式 (Bessel inequality) 

Cauchy 不 等 式 (Cauchy inequality) 

Cauchy 序列 (Cauchy sequence) 

D à (D-point) C 

Dini-Lipschitz 判别 法 (Dini-Lipschitz criterion) 
Dini-Lipschitz 定理 (Dini-Lipschitz theorem) 
Dirichlet 型 核 (kernel of Dirichlet typa) 
Dirichlet E; (Dirichlet kernel) 
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Fatou 引 理 (Fatou lemma) 
Fej r 和 (Fejér sum) 
Fejér Ei (Fejér kernel) 
Fourier 级 数 (Fourier series) 
Fourier 系数 (Fourier coefficients) 
Fubini 定理 (Fubini theorem) 
Gray 1% (Gray-code) 
Haar 积分 (Haar integral) 
Hadamard ДЕ W 函数 (W functions of Hadamard order) 
Hadamard 变换 (Hadamard transform) 
Hadamard jf (Hadamard matrix) 
Hilbert 空间 (Hilbert space) 
Hölder 不 等 式 (Hölder inequality) 
Jordan 判别 法 (Jordan criterion) 
+ 函数 系 (L-function system) 
Lebesgue jh (L-point) 
Lebesgue 控制 收敛 定理 (L-dominated convergence theorem) 
Lebesgue 常数 (L-constant) 
Levi 单调 收敛 定理 (Levi monotonic convergence theorem) 
LS 积分 (LS-integral) 
LS 测度 (LS-measure) 
Minkowski 不 等 式 (Minkowski inequality) 
P 进 有 理 数 (P-adic rational number) 
P 进 连续 性 〈《P-adic continuity) 
P 进 表 示 (P-adic expression) 
p 进 移 位 的 不 变性 (P-adic shift invariance) 
P 进 群 (P-adic group) 
Xt W ВА (P-adic W functions) 
Paseval 公式 (Paseval formula) 
Pasevai-Plancherel 公式 (Paseval-Plancherel formula) 
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Peterson 方法 (Peterson method) 

R RAHE Æ (vector expression of R-functions) 
R ARA CR-function system) 

Riemsnn-Lebesgue 5| $8 (Riemann-Lebesgue Lemma) 
Riesz-Fisher 定理 (Riesz-Fisher theorem) 

Schwarz 不 等 式 〈Schwarz inequality) 

Swich 方法 (Swich method) 

W 分 析 (W analysis, W-F analysis) 

W 功率 谱 (W power spectral) 

W Zn (W polynomial) 

W ТЫ (W series) 

W 连续 性 (W continuity) 

W 系数 (W coefficients) 

W 小 数 的 向 量 表示 (vector expression of W-functions) 
W 函数 系 (W-f unctions System) 

W zr (OW-transform) 

W FAR (table of W-transform) 

W 展 式 (W-expansion) 

W 矩阵 (W-matrix) 

W Б ОЮЛА, (W-best approximation polynomial) 
W j£ (W-spectrum) 
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